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UNIFORMISATIONS PARTIELLES ET CRITERES
A LA HUREWICZ DANS LE PLAN

DOMINIQUE LECOMTE

Resume: On donne des caracterisations des boreliens potentiellement d'une

classe de Wadge donnee, parmi les boreliens a coupes verticales denombrables

d'un produit de deux espaces polonais. Pour ce faire, on utilise des resultats

d'uniformisation partielle.

Cet article fait suite a l'etude des classes de Wadge potentielles commencee

dans [Lei]. On demontre entre autres les resultats annonces dans [Le2]. Je

renvoie le lecteur a [Ku] pour ce qui est des notions de base en topologie, et

a [W] pour ce qui concerne les classes de Wadge. On utilisera les notations et

notions standard de la theorie descriptive des ensembles, ainsi que des notions

de theorie descriptive effective, qui peuvent etre trouvees dans [Mo]. Rappelons

les definitions de base :

Definitions, (a) Soit T une classe de parties d'espaces polonais de dimension 0.

On dit que Y est une classe de Wadge de boreliens s'il existe un espace polonais

Po de dimension 0, et un borelien Ao de Po tels que pour tout espace polonais

P de dimension 0 et pour toute partie A de P, A est dans T si et seulement

s'il existe une fonction continue j de P dans Po telle que A = j~x(Aq) .

(b) Soient X et Y des espaces polonais, et A un borelien de X x Y. Si

T est une classe de Wadge, on dira que A est potentiellement dans Y (ce

qu'on notera A £ potCT)) s'il existe des topologies polonaises de dimension 0,

o ( sur X) et r (sur T), plus fines que les topologies initiales, telles que A ,

considere comme partie de (X, a) x (T, t) , soit dans T.

La motivation pour l'etude de ces classes de Wadge potentielles trouve son

origine dans l'etude des relations d'equivalence boreliennes (ou plus generale-

ment des structures boreliennes a plusieurs variables). Par exemple, dans [HKL],

on etudie le pre-ordre qui suit. Si E ( resp. E') est une relation d'equivalence

borelienne sur l'espace polonais X  (resp.  X'), on pose:

E < E' <£> [il existe / borelienne de Xdans X' telle quexisy <=> j(x)E'j(y) ].

En d'autres termes, Tapplication / definit par passage au quotient une in-

jection de X/E dans X' /E', ce de maniere borelienne. La relation E < E'

peut s'ecrire : E = (jx j)~x(E'), avec / borelienne ; or si E' est de classe de

Wadge r (ou meme de classe de Wadge potentielle T), il est facile de verifier
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que E est de classe de Wadge potentielle Y (alors que E n'est pas de classe
T en general). La classe de Wadge potentielle est done un invariant naturel du

pre-ordre < . Bien que cet invariant soit en general grossier, il fournit des infor-

mations sur < ; par exemple, dans [Loi], A. Louveau montre que la classe des

relations d'equivalence 29 n'est pas co-finale dans les relations d'equivalence

boreliennes pour le pre-ordre < , en utilisant la notion de classe de Wadge poten-

tielle. II en deduit une demonstration simple de la non-existence d'une relation

d'equivalence borelienne maximum pour < . Ce resultat avait par ailleurs ete

demontre anterieurement par H. Friedman et L. Stanley, en utilisant les travaux

de H. Friedman sur la diagonalisation borelienne.

L'un des principaux resultats concernant les classes de Wadge de boreliens

est l'existence de "tests d'Hurewicz", dont le principe est: un borelien n'est pas

d'une classe de Wadge donnee si et seulement s'il est au moins aussi complique

qu'un exemple type n'etant pas de cette classe. Hurewicz a demontre l'existence

du test pour la classe Gs . Le resultat precis est le :

Theoreme 2.10. Soit X un espace polonais, et A un borelien de X. Alors A

rfest pas Gs si et seulement s 'il existe E denombrable sans point isole tel que
E\E^cow et E = AC\E.

Apres les travaux de nombreux auteurs, parmi lesquels J. R. Steel (voir [S]),

ainsi que A. Louveau et J. Saint Raymond, l'existence de tests a ete etablie pour

toutes les classes de Wadge ; dans [Lo-SR], il est demontre :

Theoreme. Si £, est un ordinal denombrable non nul, il existe un compact P$

de dimension 0 et un vrai E? de P^, A^, tels que si A est un borelien de

l'espace polonais X, on ait: A n'est pas n? de X si et seulement s'il existe

j : P{ —► X injective continue telle que A^ = j~x(A).

L'ensemble A^ est dit "test d'Hurewicz". Un des objectifs de cet article

est d'etudier la possibilite d'obtenir des resultats similaires, pour les classes de

Wadge potentielles. Dans [Lei], il est demontre un lemme qui suggere l'interet

qu'on pourrait avoir a etudier les problemes d'uniformisation partielle, en vue

de caracteriser les ensembles potentiellement fermes. Le test usuel pour savoir

si un ensemble A est ferme est de prendre une suite convergente de points de

A et de regarder si la limite est dans A . Un tel test ne peut pas convenir pour

caracteriser les ensembles potentiellement fermes, puisqu'un singleton peut etre

rendu ouvert-ferme tout en gardant des topologies polonaises. Cependant, on

remarque que lorsqu'on raffine la topologie d'un espace polonais, tout en gardant

une topologie polonaise, les deux topologies coincident sur un Gs dense pour

la topologie initiale. D'ou l'idee de remplacer les points par des graphes de

fonctions continues et ouvertes, objets qui rencontrent tout produit de deux Gs

denses si les domaines et images des fonctions sont assez "gros".

Lemme. Soient X et Y des espaces polonais, (C„) (resp. (D„)) des suites

d'ouverts non vides de X (resp. Y), j„ : Cn —► Dn continues et ouvertes,

B := U«eo)\{0} Gr(jn), et A un borelien de X x Y contenant B; si B\A

contient Gr(jo), alors A est non-pot(Tl°x).
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La question est de savoir s'il y a une reciproque. Nous allons voir que c'est

en partie le cas : cette reciproque a lieu, modulo un changement de topologies,

si A est a la fois pot(Tff) et potCYl^), a ceci pres qu'on ne peut pas imposer le

sens dans lequel se trouvent les graphes. Ceci signifie que les fonctions partielles

peuvent etre definies sur une partie de X et arriver dans T, ou etre definies

sur une partie de T et arriver dans X . Le resultat precis est un cas particulier

du theoreme 2.3 ; si /„ est une fonction partielle de X dans T ou de T dans

X, on notera G„ la partie de X x Y egale au graphe de /„ si jn va de X

dans T, et egale a {(x, y) £ X x Y f x = jn(y)} sinon.

Theoreme *. Soient X et Y des espaces polonais, et A un borelien pot(fL\) D

pot(H%) de X x T. A est non-pot'Itf) si et seulement s'il existe des espaces

polonais Z et T parjaits de dimension 0, des ouverts-jermes non vides An et

Bn (I'un dans Z et Vautre dans T, pour n dans ca), des surjections continues

ouvertes jn de A„ sur Bn, et des injections continues u et v tels que U„>o &n Q

(uxv)~x(A), Go_(uxv)-x(A),et G0 = LU^\ (U„>0G«) ■

Le theoreme 2.3 etend ce resultat a la caracterisation des boreliens poten-

tiellement difference transfinie d'ouverts, toujours parmi les boreliens potCLtyn

pot(H^). On ne se ramene done pas a un exemple type, comme dans le theoreme

de A. Louveau et J. Saint Raymond, mais a une situation type. Pour demontrer

le theoreme 2.3, l'outil essentiel est le :

Theoreme 1.13. Soient X et Y des espaces polonais parjaits de dimension 0,

A un Gs l.p.o. non vide de X x T. Alors il existe des ensembles presque-

ouverts non vides F et G, I'un contenu dans X et I'autre dans Y, et une

surjection continue ouverte de F sur G dont le graphe est contenu dans A ou

dans {(y, x) £ Y x X / (x, y) £ A} selon le cas.

Pour le comprendre voici les :

Definitions 1.2. (a) Un Gs d'un espace topologique est dit presque-ouvert (ou

p.o.) s'il est contenu dans l'interieur de son adherence (ce qui revient a dire
qu'il est dense dans un ouvert).

(b) Si X et Y sont des espaces topologiques, une partie A de X x T sera

dite localement a projections ouvertes (ou l.p.o.) si pour tout ouvert U de

X x T, les projections de A n U sont ouvertes.

Les ensembles l.p.o. se rencontrent par exemple dans la situation suivante : A

est E\ dans un produit de deux espaces polonais recursivement presentes. Si on

munit ces deux espaces de leur topologie de Gandy-Harrington (celle engendree

par les E\ ), A devient l.p.o. dans le nouveau produit. C'est essentiellement

dans cette situation qu'on utilisera cette notion, au cours de la section 2.

On etudie done dans un premier temps, et plus largement que necessaire pour

la seule etude des classes de Wadge potentielles, les problemes d'uniformisation

partielle, sur des ensembles "gros" au sens de la categorie, en essayant d'obtenir

l'image de la fonction "grosse" egalement. On obtient essentiellement des resul-

tats pour les Gs ■ II est a noter que malgre des hypotheses symetriques, la
conclusion du theoreme 1.13 ne Test pas.

Dans [O], il est demontre, sous l'hypothese du continu, l'existence d'une

bijection O de [0, 1] sur lui meme echangeant ensembles maigres et ensembles
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de mesure de Lebesgue nulle. En etudiant un exemple ou on trouve un graphe

dans un sens et pas dans l'autre, dans le theoreme 1.13, on montre qu'une

telle application <P ne peut pas avoir de propriete de mesurabilite projective

(corollaire 1.8).
Une autre facon de formuler le theoreme * est (voir [Le2]) :

Theoreme. Soient X et Y des espaces polonais, A un borelien de X x Y a

coupes verticales denombrables. Alors A est non-pot(Jl®) si et seulement s'il

existe des espaces polonais Z et T parjaits de dimension 0 non vides, des jonc-

tions continues u et v , des ouverts denses (A„) de Z , des applications continues

ouvertes j„ de A„ dans T, tels que pour tout x dans r\newAn> (fn(x))n>o

converge simplement vers jo(x), Gr(g0) C (u x v)~x(A) et Un>oGr(gn) C

(u x v)~x(A).

En d'autres termes, en chaque point du Gs dense f]ne(0An , on retrouve sur

la fibre le test usuel pour les fermes. On a un phenomene analogue pour les Gs .

Theoreme 2.11. Soient X et Y des espaces polonais, A un borelien de X x Y

a coupes verticales denombrables. Alors A est non-pot(Tl2) si et seulement

s'il existe des espaces polonais Z et T parjaits de dimension 0 non-vides, des

injections continues u et v, des ouverts denses (A„) de Z, des applications

continues et ouvertes jn de An dans T, tels que pour tout x dans f]n€w An,

I'ensemble Ex := {j„(x) / n £ a>} soit sans point isole, EX\EX « cow, et

Ex = (uxv)-x(A)xnEZ.

1.  UNIFORMISATION PARTIELLE DES   GS

Les problemes d'uniformisation partielles ont deja ete etudies dans [GM], ou

au lieu de considerer la categorie, il est question d'ensembles de mesure 1 sur

chacun des facteurs. Les resultats qu'on obtient sont egalement a rapprocher

de resultats obtenus par G. Debs et J. Saint Raymond, ou il est question de

fonctions totales et injectives, avec des hypotheses de compacite sur chacun des

facteurs (cf. [D-SR]). Plus precisement, il est demontre dans [GM] le resultat

suivant :

Theoreme 1.1. Soient X et Y des espaces polonais, X (resp. p) une mesure

de probability sur X (resp. Y), et A un borelien de X x Y ayant ses coupes

horizontales (resp. verticales) non denombrables p-presque partout (resp. X-

presque partout). Alors il existe un borelien F de X (resp. G de Y) tels que

X(F) = p(G) = 1, et un isomorphisme borelien de F sur G dont le graphe est

contenu dans A.

On peut se demander si on a un resultat analogue en remplacant "ensemble

de mesure 0" par "ensemble maigre". On va voir que non. Pour ce faire on

montre un lemme que nous reutiliserons.

Definitions 1.2. (a) Un Gs d'un espace topologique est dit presque-ouvert (ou

p.o.) s'il est contenu dans l'interieur de son adherence (ce qui revient a dire

qu'il est dense dans un ouvert).

(b) Si X et Y sont des espaces topologiques, une partie A de X x T sera

dite localement a projections ouvertes (ou l.p.o.) si pour tout ouvert U de

X x Y , les projections de A n U sont ouvertes.
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Lemme 1.3. II existe un espace X polonais parjait de dimension 0, et unjerme

l.p.o. A a coupes parjaites non vides de X2, tels que si F et G sont presque-

ouverts non vides dans X et j : F —► G surjective continue ouverte, Gr(j) %

A.

Demonstration. Soient X = a>w , cj) un homeomorphisme de X sur Tensemble

Poo des suites de 0 et de 1 ayant une infinite de 1, et y/ un homeomorphisme

de X sur Tensemble 5fp(2w) des compacts parfaits non vides de 2W ; y/

existe car cet ensemble ne contient pas les compacts finis, est dense et est Gs

de Jf(2w) \ {0} : en effet, si on designe par N(n, 2W) le nieme ouvert-ferme

de base de 2W, on a : K est parfait <& Vm £ co [(K n N(m, 2W) = 0) ou

(3 (p,q)£ co2 Nip, 2W) n Niq , 2W) = 0 et Nip , 2W) U Niq , 2<°) C N(m, 2°>)

et Nip ,2w)r\K^0 et Nig, 2W) n K / 0)].

Posons A:=icj)x y/)-x(A'),ou A' := {(x, K) eP^xl^) / x e K} . II
suffit de montrer les proprietes pour A'. II est ferme :

x i K <s> 3 n £ co 3 U £ H°X\2W Nin, T°) n U = 0 et x e A(«, 2W) et KCU

II est clairement a coupes parfaites non vides, et il est l.p.o., car si

Ns := {a £ 2w/s -< a} et W_,v0tmiya :={K£jfPi2w) / K c U et V / < n Vt n

K t£ 0} est Touvert-ferme de base de 3fP(2w), on a :

Yl{[A' n (Ns x WDtVotmtVm)] = 0, ou Ns n U n Poo, et

n2[A'n(NsxWu,vo,...,vj] = 0ouwu,Vo,...,Vn>NsnjrP(2°>).

Raisonnons par Tabsurde : il existe / : F —> G surjective continue ouverte

dont le graphe est contenu dans A', et des ouverts non vides % et If tels que

F (resp.  07) soit Gs dense de % (resp. W).

L'ouvert 'V etant non vide contient un ouvert-ferme de base Wr/,v0>...,vn,

avec U, V0, ..., V„ ouverts-fermes tels que les U n Vj soient non vides. De

sorte qu'on peut supposer, quitte a se restreindre a son image reciproque, que

^=^/,K0,...,K„.

Soit (Sj)j<n+i une partition de U en ouverts-fermes telle que V j < n + 3 ,

V / < n , Sj n Vt ̂  0 . Posons, si I £ 3°(n + 3)\ {0} ,

Oj := {K £ WUtVo.Vn / I = {j < n + 3 / K nS,/ 0}}.

Alors (Oj) est une partition en ouverts-fermes non vides de lVu,v0,...,v„,

done (j~x(Oi)) est une partition en ouverts-fermes non vides de F ; par pro-

priety de reduction, on trouve une suite d'ouverts non vides de % deux a deux

disjoints, (W,), telle que j~x(Oi) = F n W,.
Alors si j < n + 3, W^y C Sj, sinon on trouve x dans F n W^y \ Sj, et

x e j(x) £ 0{j}, done j(x) C 57-, une contradiction.

Maintenant si I Cn + 3 est de cardinal 2, il existe i < n tel que Vt n (Jj€/ 5/

_Wj. En effet, par ce qui precede, si j £ I, Sj _ Wj sinon H^^j n Wj / 0 .

Done si pour tout / < n il existe 7 dans / tel que Vj n Sj <_ Wj, Tensemble

{K £ Oi I K _ Wt} est ouvert non vide de 07, done rencontre 07 en K = j(x)

et x £ F nW/, done KC\Wj est non vide, une contradiction.

En particulier, si 1 < j < n + 2, il existe ij < n tel que Vtj n (So U Sj) C

^{0,7} • Soient ;' ^ / tels que ij = iy ; alors Vt) nSo c W/oj} n ^{0,7'}. ce
qui contredit la disjonction de IV^oj} et W{oj>}-   n
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Theoreme 1.4. Soient X := Jf(2w) \ {0}, T := 2°>, et A := {(K, x) £ X x

Y I x £ K}; alors A est un jerme a coupes horizontales non denombrables,

a coupes verticales non denombrables sur un ensemble co-maigre de X, mais

si F (resp. G) est un borelien co-maigre de X (resp. Y), il n 'existe aucun

isomorphisme borelien de F sur 07 dont le graphe soit contenu dans A .

Demonstration. Comme on Ta vu dans la preuve du lemme precedent, A est

ferme dans X x Y , et Tensemble des compacts parfaits non vides est Gs dense

de X.

L'ensemble des compacts non denombrables est done co-maigre dans X , et

les coupes verticales de A sont done non denombrables, sauf sur un maigre.

Raisonnons par Tabsurde : il existe des ensembles F et G, ainsi qu'un

isomorphisme borelien / comme dans Tenonce.

Alors il existe un Gs dense F' (resp. G') de X (resp. Y) tels que F' C

Jfp(2w) n F , G' C G n Poo , et que / : F' —► G' soit un homeomorphisme.

En effet, on remarque que si U est un ouvert dense de T, alors {K £

X J K _U} est un ouvert dense de X ; par suite, si M est maigre relativement

a G, on a l'inclusion :

j~x(M) _UX[(X x M) D A] = {K £ X I Kf)M / 0}

Done j~x(M) est maigre relativement a X, et aussi relativement a F qui est

co-maigre dans X.
Soit 071 un O/j dense de T, contenu dans G n Poo, sur lequel j~x est

continue ; ce qui precede montre que /-1(C7i) est co-maigre dans X.

Si (U„) est une base de la topologie de G] , j~x(U„) est borelien de X,

done egal a un ouvert V„ modulo un maigre Mn ; choisissons pour F' un Gs

dense de X contenu dans 3fPif2w) n F n j~x(Gx) \ (\}n€coMn). II reste a poser

G' := j"F'.
Eneffet,onaf-\UnnG') = F'nj-liUn) = F'nVn ; G'= (j~x)-x(F')nGx

est Gs ; et si G' n'etait pas dense dans T , on trouverait un ouvert non vide

U de Y disjoint de 07' ; mais {K £ X j K _ U} serait un ouvert non vide,

et rencontrerait done F' en un point K qui verifierait j(K) £ K _U et aussi

j(K) e 07', ce qui est la contradiction cherchee.

Mais ceci contredit la preuve du lemme 1.3.   □

En analysant les raisons de ce resultat negatif, nous allons maintenant mon-

trer que Tapplication transformant ensembles de mesure 0 en ensembles maigres

n'a pas de proprietes de mesurabilite projective, sous hypothese de determina-

tion des jeux projectifs.
Pour demontrer le theoreme 1.1, les auteurs montrent le lemme suivant :

Lemme 1.5. Soient X un espace polonais, p une mesure de probability sur X,

et A un borelien de X x X ayant ses coupes horizontales non denombrables

p-presque partout. Alors il existe un Ka de X, F, et une application borelienne

j: F —•! tels que Gr(j) c A et p({y £ X / j~x({y}) est non denombrable})
= 1.

Corollaire 1.6. Soient B := [0,1], X la mesure de Lebesgue sur B, A un

borelien de B x B tel que X({y £ B / Ay est non denombrable}) = 1; alors il

existe des boreliens disjoints de B, Bq et Bx, tels que

X({y £ B j Bj n Ay est non denombrable}) = 1.
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Demonstration. Soient F et j fournis par le lemme 1.5, et Gy une copie

de 2W contenue dans j~x({y}), si ce borelien est non denombrable. Si x e

07y\{min 07,,, max Gy}, les ouverts [0,x[f~lC7y et ]x, l]H07y sont non vides,

done non denombrables ; posons done :

Eiy, x) o x £ F et j(x) = y et [0, x[nj~x({y}), ]x, I] n /"'({y})

sont non denombrables.

Alors E est analytique dans BxB, done par le theoreme de von Neumann on

trouve une application g : B —► B Baire-mesurable telle que si j~x({y}) est

non denombrable, g(y) £ F , j(g(y)) = y,et [0, g(y)[nj~x({y}), ]g(y), l]n

j~x({y}) sont non denombrables.

Soit alors G un borelien de B tel que X(G) = 1 , la restriction de g a G

soit borelienne, et contenu dans {y £ B / j~x({y}) est non denombrable}. II

reste a poser :

Bq := {x £ F I fix) £Getx< gifix))},

Bx := {x £ F I fix) £Getx> gifix))}.

En effet, si y £ G, [0, giy)[nj~xi{y}) Q B0 n Ay , done B0 n Ay est non
denombrable, de meme que Bx n Ay .   □

Lemme 1.7. II existe un Gs de B x B, A, ou B := [0, 1], tel que I'ensemble

defini par {y £ B f Ay est non denombrable} soit co-maigre, alors que pour tout

couple iBo, Bx) de boreliens disjoints de B, {y £ B f Bj n Ay est non denom-

brable } ne sont pas tous deux co-maigres.

Demonstration. [0, 1 ] \ Q est homeomorphe a Poc , qui est co-denombrable

dans l'espace parfait 2W ; il suffit done de trouver A dans 2wx2ia) ayant

les proprietes du lemme. D'autre part, 3?{2W) \ {0} est un espace compact

metrisable parfait de dimension 0 et non vide, done est homeomorphe a 2W ; il

suffit done de trouver A dans 2W x Jf(2lu) \ {0}. Reprenons Texemple de 1.4

: A = {(x, K) £ 2W x 3?'(2W) \ {0} / x £ K} . Raisonnons par Tabsurde : B0
et Bx existent. Par la preuve de 1.4, ces deux ensembles sont necessairement

non maigres; on trouve done des ouverts disjoints et non vides de 2W, Uo et

Ux , tels que B0AU0 et BqAUx soient maigres.

Comme on Ta vu dans la preuve du theoreme 1.4, {K £ ^(2W) \ {0} /ATI

iB0AUo) = 0} est co-maigre, ainsi que {K £ Jfi2w) \ {0} / B0 n K est non

denombrable}, done que Tensemble {K £ 5?i2w)\{0} / K C\ U0 ^ 0} ; ce

dernier rencontre done Touvert non vide {K £ o%r(2w) \ {0} / K C Ux} , ce qui

contredit la disjonction de Uo et Ux .    □

II resulte immediatement du theoreme 19.6 de [O] que sous Thypothese du

continu, il existe une bijection idempotente <P de B := [0, 1] sur lui-meme

telle que E est maigre si et seulement si X(<b~xiE)) = 0. Ce qui precede

entraine le :

Corollaire 1.8. Une telle fonction <P n'est pas borelienne. De plus, sous hypot hese

de determination des jeux A2n+3, <P n'est pas Hi^-mesurable.

Demonstration. Le premier point resulte aussitot du corollaire 1.6 et du lemme

1.7. Si <P etait n^n+1-mesurable, et si A est le Gs du lemme 1.7, Tensemble
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A' :=(Ix®)-\A) serait W2n+X , ainsi que E := {(y, K) £ B xJf(B)\{0} f K

est parfait et K _ A'y} ; par la determination des jeux A2n , E serait uniformis-

able par un graphe partiel n2n+1 , et la fonction correspondante se prolongerait

en une fonction / totale A^+j-mesurable. Par la determination des jeux Ax2n+i,

/ serait A-mesurable, done il existerait un borelien 07 de B tel que X(G) = 1,

la restriction de / a 07 soit borelienne, et (y, f(y)) £ E si y £ 07.

Posons A" := {(x, y) £ B x B I y £ G et x e f(y)} ; alors A" serait un

borelien contenu dans A', et le corollaire 1.6 fournirait des boreliens disjoints

Bq et Bx . Les ensembles {y £ B / B,■ n (I x <S>)[A"]y est non denombrable}

seraient done co-maigres, ainsi que {y £ B j B,• n Ay est non denombrable } ,

ce qui contredirait le lemme 1.7.    □

Dans [Ma], la question suivante est posee : etant donne un borelien A de

[0, 1] x [0, 1] dont toutes les coupes sont non maigres, existe-t-il un isomor-

phisme borelien de [0, 1] sur lui-meme dont le graphe soit contenu dans A ?

La reponse est non, comme le montre le theoreme 3 de [D-SR]. On a cependant

le resultat suivant:

Theoreme 1.9. Soient X et Y des espaces polonais parfaits non vides, A_XxY

ayant la propriete de Baire et ses coupes non maigres (saufsur des ensembles

maigres). Alors il existe un ensemble Kal)Gs , F (resp. G), co-maigre dans X

(resp. Y), et un isomorphisme de deuxieme classe de F sur G dont le graphe

est contenu dans A .

Lemme 1.10. Soient (C„), (D„) des suites d'ouverts-fermes non vides de co01,

A dans caw x cow tel que AA(\Jn(iwC„ x D„) soit maigre ; alors il existe des

suites (A"°) et (K),) de copies de 2W, des suites (G°) et (Gxn) de Gs de cow

verifiant :
(i) (K°nxG°n)U(GxnxKxn)_A

(ii) K° C Cn \ (\Jq<n K°q), Kl C D„ \ (\Jq<n Kx)
(iii) 07° (resp. G\) est dense dans D„ \ (_q<nDq U _p€(0Kx) (resp.

C»\U<,,QUUP6„AJ))
Demonstration. On construit d'abord la suite (A"°) et une suite (Hjj) de Gs

de af verifiant K°n xH°CAn [C„ \ (U,<B K°) x Dn \ (\Jq<n D9)], H* etant

dense dans D'n := Dn \ (\Jq<n Dq).

Admettons la construction effectuee pour q < n . Soit C'„ := Cn \(\Jq<„ Kq);

A n C'n x D'n est co-maigre dans C'nx D'n, d'oii l'existence de A"° et 7/° .

De meme, on construit des suites (K}f) et (Hx) verifiant des proprietes

analogues: HxxKx _ An[Cn\(\Jq<nCq)xDn\([Jq<nKx)],et Hx estdensedans

C„\(U,<„Q)- il teste a poser 07° := H°n\i_pewKx), C7> := Hx\HJp^K°).   D

Demonstration du theoreme 1.9. L'ensemble A ayant la propriete de Baire, il est

reunion disjointe d'un Gd et d'un ensemble maigre, qui a ses coupes maigres,

sauf sur des ensembles maigres ; on peut done supposer que A est 07^ a coupes

non maigres de cow x cow , X et Y etant parfaits non vides.

On trouve alors des suites (C„) et (Dn) verifiant les conditions du lemme

1.10, qui peut done s'appliquer. Posons I := {n £ co I 07° ^ 0}, Fq :=

U„6/ K° , Go := _neI 07° . Si n £ co, D„ \ ({Jq<n Dq U U,,^ Kx), done 07° , sont
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denses dans D„ \ (_q<nDq) ; par consequent, Go est dense dans {J„ect)Dn.

D'autrepart, G0 £ A°x-PU(Gs){({Jn€coDn), done C70 est Gs . Comme A est a

coupes non maigres, \Jn€t0 D„ est dense dans T, done Go est Gs dense dans
T.

Si n £ I, G° est polonais non denombrable, done il existe un isomorphisme

de premiere classe /„ de K„ sur G°. Alors

{Fo —> G0,

x<—> jn(x) si xe K\]

est bien definie (par (ii)), injective (par (iii)) done bijective, de premiere classe

par compacite de A"°, et g0~' est aussi de premiere classe car G° = G0 n

Wn \ (\Jq<n A?)] • Enfin, le graphe de go est contenu dans A par (i).

De meme, on trouve un isomorphisme de premiere classe gx, du Ka maigre

de T Fx := _n€J Kx sur le Gs dense de X, Gx := (jneJ Gxn, ou J := {n £

co I G\^ 0}. Alors
' F — G

F:=F0UGX,  G:=Fxl)Go, et j: \ f go(x)  si x £ F0
xi—> <

[gx x(x)  si x £GX

repondent au probleme.   □

Venons-en a l'etude de la reciproque du lemme de Tintroduction ; dans ce

lemme, il est question de fonctions continues et ouvertes, done non neeessaire-

ment injectives. Le contre-exemple du theoreme 1.4. n'est done pas un obstacle

a la reciproque. De fait, Tapplication definie par

j {K £ 5?(2W) \{0} I K est parfait} —♦ P^

\ K i— max(A")

est surjective continue et ouverte et son graphe est contenu dans {(K, x) £

Jf(2m) \ {0} x 2W I x £ K} . Cependant, cf> n'est injective sur aucun Gs dense.
Plus generalement, on a :

Propositionl.il. Soient X un espace polonais, Y un espace separe, j:X—>

T continue et ouverte. Si j n 'est pas injective, j n 'est injective sur aucun Gs
dense de X.

Demonstration. Posons E := {(x, x') £ X2 / x ^ x' et j(x) = j(x')}. Alors

E est Gs , et l.p.o. : si U et V sont ouverts dans X, Y1[E n (U x V)] =

U n {x £ X I j(x) £ j[V \ {x}]}, comme on le verifie immediatement. Si

j(xo) £ j[V \ {x0}], soit xi £ V \ {x0} tel que /(x0) = j(x{). On trouve des
ouverts disjoints Wt de X tels que x,■£ W>■, Wx C V. Si x e j~x(j[Wx])nW0

(qui est un ouvert contenant Xo ), j(x) = j(y), oil y £ Wx C V, et x ^ y car

Wq n Wx = 0 . Si E est non vide, on applique le lemme 4.4 de [Lei] pour voir

que E rencontre tout carre Gs dense ; d'ou le resultat.   □

Le lemme 1.3 montre qu'on ne peut pas avoir Timage "grosse" en general,

dans une uniformisation du type von Neumann, meme pour un ferme l.p.o.

non vide d'un produit d'espaces polonais parfaits de dimension 0. Cependant,
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Tuniformisation souhaitee a lieu dans au moins un sens (on Ta vu avant 1.11

dans le cas particulier). Le theoreme 1.13 qui suit est le resultat essentiel de ce

chapitre. II est a noter que maigre des hypotheses completement symetriques,

la conclusion ne Test pas (cf. le lemme 1.3).

Lemme 1.12. Soient X et Y des espaces polonais, A un Gs l.p.o. non vide de

X x Y de projections X et Y, et F (resp. G) un Gs dense de X (resp. Y).

Alors les projections de A(~)(F x G) sont co-maigres.

Demonstration. Si Ylx[A n (F x G)] n'est pas co-maigre, soit U un ouvert non

vide tel que M := Ylx[A n (F x G)] n U soit maigre ; A n (U x Y) est Gs l.p.o.

non vide de U xY , done par le lemme 4.4 de [Lei] rencontre (U n F \ M) x G

en un point (x, y) qui verifie x £ M\M .    D

Theoreme 1.13. Soient X et Y des espaces polonais parjaits de dimension 0,

A un Gs l.p.o. non vide de X x Y. Alors il existe des ensembles presque-

ouverts non vides F et G, I'un contenu dans X et I'autre dans Y, et une

surjection continue ouverte de F sur G dont le graphe est contenu dans A ou

dans {(y, x) £ Y x X / (x, y) £ A} selon le cas.

Demonstration. Premier cas : Dans tout rectangle ouvert non vide U x V tel

que les projections de A n (U x V) soient denses dans U et V , on trouve un

sous-rectangle U' x V de U x V ayant ces proprietes et tel que pour toute

partie rare R de V , Ylx[A n (07' x R)] n'est pas dense dans U'.

Soient (0„) une suite d'ouverts de X x Y telle que A = f)newO„, et U_

et V_ fournis par la propriete precedente appliquee aux projections de A ; on

construit alors des suites d'ouverts non vides (Us)se_«» et (Vs)sea,<v, verifiant:

(i) I Us~n est dense dans  Us.
s-//ie<u

(ii) UsxVsC 0(|5|_.)  si s^0.

(iii) S(US),  8(Vs)<\s\~x   si s±0.

(iv) Us-„ n Us~m = 0  si  n^m.

(y)W„cus,  Vs~„_Vs.

(vi)  Les projections de An(UsxVs)  sont denses dans  Us  et   Vs.

(vii)  Si R est rare dans  Vs, Hx[A n (Us x R)]  n'est pas dense dans  Us.

Admettons la construction effectuee pour \s\ < p. Partitionnons

Ylx[A n (Us x Vs)] (eventuellement prive d'un point) en une infinite d'ouverts-

fermes non vides, disons (Z„), et soit Tn := YlY[A n (Z„ x Vs)] (c'est un ouvert

non vide de Vs). Soit H„ Tensemble des parties de £°|~Z„ \ {0} x £°|~Z„ \ {0}

telles que si (U, V) et (£/', V) sont distincts dans P, U et U' soient dis-

joints et U x V c 0\s\, S(U), 8(V) < (\s\ + l)'x , U c Z„, V c T„ , les
projections de A n (07 x V) soient denses dans U et V, et pour toute partie

rare R de V , UX[A n (U x R)] ne soit pas dense dans U .

Alors H„ n'est pas vide, puisqu'il contient le vide, et est ordonne de facon

inductive par Tinclusion, done par le lemme de Zorn a un element maximal P„ .

Alors si on note Pn = {(Um, Vm) / m £ /„}, Touvert u := Ume/„ um est dense

dans Z„, sinon soit U un ouvert non vide de Z„ disjoint de u, et (x, y)

dans A n (U x Tn) ; on trouve des ouverts-fermes U" et V" , de diametre au

plus i\s\ + 1)_1 , tels que (x , y) £ U" x V" C 0|5|n(f7x T„). On applique alors
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la propriete du premier cas aux projections de A(~)(U" x V") pour obtenir la

contradiction cherchee avec la maximalite de P.

On obtient maintenant les Us~n en renumerotant la suite des ouverts U

pour lesquels on trouve V et n tels que (U, V) e P„, et Vs~„ est le V

correspondant. La construction est done possible.

Soit F' := C\n€w \Js€wn Us ; alors F' est Gs dense de U_ , done presque-

ouvert. Si x est dans F', on definit j(x) de la maniere habituelle, et la

fonction / est continue et uniformise partiellement A . De plus, si un ouvert

non vide de F' avait une image maigre, il contiendrait un ouvert non vide

d'image rare par le theoreme de Baire et la continuite de /. Mais ceci est

exclus a cause de la condition (vii), puisque j[F' f~)Us]_Vs.

Soit (Un) une base de la topologie de F', (V„) une suite d'ouverts de T,

et Mn une suite de Fa maigres de T tels que j[F' n Un]AVn C M„ . Posons

F = F' \ (_newj~x(M„)) ; F est Gs dense de U_ comme F' par ce qui

precede. II est maintenant clair qu'on peut poser G := (\Jn€(0 V„) \ (\Jn€o} M„).

Second cas : II existe un rectangle ouvert non vide U_ x V0 tel que les

projections de A n (U_ x V0) soient denses dans U_ et V0 , tel que pour tout

sous-rectangle U' x V de U0 x V0 ayant ces proprietes, on trouve une partie

rare R de V telle que Y1X[A n (U' x R)] soit dense dans U'.

Soient no £ co, e > 0, et U' et V des ouverts ayant ces proprietes ; on

montre qu'il existe des suites d'ouverts non vides ([/„) et (V„) telles que :

(i) I U„ est dense dans U', I V„ est dense dans V.

(ii) Un x Vn c O„0.

(iii) S(U„), S(Vn)<e.

(iv) V„ n Vm = 0 si n / m.

iv)TZ_U', VncV.

(vi)  Les projections de A n (U„ x Vn)  sont denses dans U„  et V„.

Soit (x„) une suite dense de Y1X[A n (07' x V')] (done de 07'). On va com-

mencer par construire des suites d'ouverts-fermes non vides (Z„) et (T„) veri-

fiant AH(Zn x TH) ̂  0 , Z„ x Tn c Onon[(U'n^(xn, 2~»)) x V'\((Jp<n TpUR)],

de diametre au plus e .

Admettons avoir trouve (Zp)p<n et (Tp)p<n ayant ces proprietes. Comme

R est rare et non vide, \Jp<n Tp C V' \ R , et les projections de

sont co-maigres dans 07' et V \ (\Jp<n Tp). Par le lemme precedent, celles de

Tensemble defini par A„ := An [U' x (V \ ({jp<n Tp U R))] le sont egalement

; la projection sur X rencontre done 3§(xn, 2~n) en z„ ; soit y„ tel que

(z„, y„) £ An , et Zn, T„ des ouverts-fermes de diametre au plus e tels que

Ton ait (zn , yn) £ Zn x Tn _ Ono n [(U' n &ix„ , 2~")) x V \ (\Jp<n Tp U R)].

La construction est done possible.

Si \JnewTlY[A n (Z„ x Tn)] est dense dans V , on definit

V„:=nY[An(Z„xTn)]

ainsi que U„ := Y1X[A n (Z„ x V„)], et les conditions sont verifiees, par densite
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de la suite (z„) dans 07'. Sinon, la construction precedente montre que les

autres conditions sont realisees. On pose

T' := YlY[A n (07' x V')] \ (J YlY[A n (Z„ x T„)].
ndw

Si (x, y) £ A n (0/' x Y'), soit ZXJ x Tx^v un rectangle ouvert de diametre

au plus e tel que Ton ait les inclusions (x, y) £ ZXiy x Tx^y C Zxy x TXiy C

0\ n (07' x T') et tel que les projections de A n (Zxr x 77^) soient Zx,y et

77x>y. On a Y' = \JX yTx<y = \Jneo)TXii>yn. Reduisons la suite (TWJ en

(77/,), et posons Z„ := I1X[A n (ZXn>J,„ x T„)]. Alors en ne gardant que les T'n

non vides, les Z'n correspondants, et les Z„ et Tn , on a ce qu'on veut.

On recopie alors quasiment la construction du theoreme 5.2 de [Lei] : soit

<po de co dans {0} et, si n > 0, c/>„ une bijection de co sur co" . On construit

une suite (Us)seo)«a d'ouverts non vides de X,et une suite (Vs)s€:0J<u> d'ouverts

non vides de T verifiant : _
(i) I £/$-„  est dense dans Us, I Vs-„  est dense dans Vs.

(ii) UsxVsc 0(M_i)  si 5/0.

(iii) 5(07,),  t)(I/)<|5r1   si s±0.

(iv) F^„ n Vs-m = 0 si « ^ m.

(vi)  Les projections de A n (07j x ^)  sont denses dans 04  et Vs.

Admettons avoir construit les suites (Us)\s\<n et (Us)\s\<„, ainsi que

(^„(p)~it)p<m,fc€<a, (^„(p)"fe)p<m,itew verifiant (i)-(vi).

On construit, si ce n'est deja fait, (UMm)~k)keaj et (F^(m)-/t)fcetu en ap-

pliquant ce qui precede a  e  =  (n + l)~x ,   V  :=   VMm),   U'  :=  UMm) \

Ug+P<„[^,(p) \ (U/eco ̂ (p)-/)] •
Les conditions demandees sont verifiees, la densite des projections de A n

(07' x V) dans U' et V, done dans 07^n(m) et V^m), ne posant pas de

probleme a cause du lemme precedent. On definit alors F et G comme dans

le theoreme 5.2 de [Lei] ; ce sont des Gs denses de V0 et U0, done des

presque-ouverts non vides. On conclut alors comme dans le theoreme 5.2 de

[Lei].   □

Sous les hypotheses du theoreme 1.13, il est faux en general que A est uni-

formisable sur un Gs dense de sa projection par une application continue

ouverte sur son image (bien que A soit uniformisable par une application

continue). En effet, on prend Texemple du lemme 1.3, ce qui fournit Ao C

A(0) x cow ; si Ax est le graphe d'un homeomorphisme de caw \ A(0) sur a>m ,

Ao\j Ax est ferme l.p.o. de cow x caw, de projections cow. Raisonnons par

Tabsurde : il existe un Gs dense G de cow et une application / continue sur

G et ouverte sur j[G], qui uniformise A partiellement. Alors /[GnJV(0)] est

Gs rare, par construction de Ao .

Mais comme f[G \ A(0)] est Gs dense de coa>, f[G] aussi, done

/[Gn/V(o)] est ouvert non vide et rare de f[G], ce qui est absurde. Cependant,

Tuniformisation a lieu si A est le graphe d'une surjection continue ouverte de

T dans X :
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Proposition 1.14. Soient X et Y des espaces metrisables separables de dimen-

sion 0, Y etant complet, et f :Y —► X une surjection continue ouverte; alors

il existe un homeomorphisme g de X sur son image tel que fog = Idx .

Demonstration. On construit des suites d'ouverts-fermes (Us)s^_<a et (Vs)s€(0<a1

verifiant:

(i)  M        U*~n = Vs.

(ii) Us = f[Vs].

(iii)d(Us), d(Vs)<\s\-x sis^0.

(iv) Us-„ n Us~m = Vs~n H Vs~m = 0  si  n^m.

(v) Vs~„ C Vs.
On pose U_ := X, V0 := Y ; si on a 07^ et Vs, on partitionne Us en une

suite (U„) d'ouverts-fermes de diametre au plus (\s\ + l)~x ; on partitionne

ensuite Touvert-ferme Vs nf~x(Un) en une suite (V£)m d'ouverts-fermes de

diametre au plus (\s\ + l)~x. La suite double d'ouverts (f[Vff\) est ensuite

reduite en (Wfff), et on remunerate les W£ , Touvert-ferme correspondant dans

T etant V" n f~x(Wf?,).
Cette construction etant faite, elle definit de la maniere habituelle une appli-

cation continue g : X —► T. De plus, si a est tel que x £ f]„e(0 07Qr„ , on a

les egalites f(g(x)) £ f]„ecof[Valn] = n„6f0 Ua[n = {x}, d'ou le fait que fog =

Idx et Tinjectivite de g. Enfin, par la condition (ii), on a g[Us] = g[X] n Vs,

done g est ouverte sur son image.   □

Bien sur, ce resultat est faux si on enleve la condition de dimension sur X .

Corollaire 1.15. Soient X et Y des espaces polonais parfaits de dimension 0, A

un Gs l.p.o. non vide de XxY. Alors A est uniformisable sur un presque-ouvert

non vide de X par une application continue et ouverte sur son image.

Demonstration. On applique le theoreme 1.13: on a le resultat tout de suite ou

alors on applique la proposition precedente.   □

Bien sur, a cause du lemme 1.3, Timage de Tapplication fournie par ce corol-

laire est en general rare.

2. Applications aux classes de Wadge potentielles

On va maintenant appliquer les resultats d'uniformisation aux classes de

Wadge potentielles : on obtient pour commencer des caracterisations des ensem-

bles potentiellement difference d'ouverts parmi les ensembles potentiellement

E°j et 11°, (done par exemple parmi les boreliens a coupes denombrables).

Lemme 2.1. Soit X un espace polonais recursivement presente. Alors il existe

un Gs dense I\ de X sur lequel la topologie de X coincide avec la topologie

A engendree par les A\.

Demonstration. II est prouve dans [Ke] que si A est A\, il existe un A\ ouvert

07 et un A\ a coupes fermees rares F de co x X tels que ^AC7 C \Jp€coFp.

Cette propriete s'ecrit de maniere 77/ ; on peut done associer, a tout entier n

codant un A\, un entier (/(«))o codant un ouvert A\ , et un entier (f(n))x
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codant un AI a coupes fermees rares de co x X, en gardant Tinclusion ci-

dessus, et ce par une fonction 77/ -recursive partielle /. Designons par Wx

un ensemble 77/ Cm de codes pour les A\ de X et par Cx _ ca x X un

ensemble 77/ dont les sections aux points de Wx decrivent les A\ de X (cf.

[Lo2]).
On pose x eG»V nV p n cf Wx ou ((/(«))i, p, x) $ CwxX. Alors

G repond au probleme : G est reunion denombrable de fermes rares, et si n

code A £ A\ , on a A n G = Chtny. n G, qui est ouvert dans G.   D

Dans la suite, si fs est une fonction partielle de X dans T ou de T dans

X, on notera G(f) la partie de X x Y egale au graphe de fs si f va de X

dans T , et a Gr(fs)* := {(x, y) f x = f(y)} sinon.

Lemme 2.2. Soient X un espace polonais parfait recursivement presente, G un

universel pour les 77/ de X, tp et y/ des nxx -operateurs monotones sur X, et

O* les operateurs sur X definispar ®°(A) = A, et <&(A) = cp((j ^^(A)) si

£, est impair, <&(A) = ip(\Jn<iW(A)) si £, > 0 est pair. Alors si R(a, ff , x) <=>

a £ WO et x £ <plal(G^), la relation R est 77/ .

Demonstration. Ce lemme est demontre dans [Loi] si cp = ip = <P. La demon-

stration ici est analogue ; precisons-en les differences.

On sait qu'il existe une fonction A\-recursive g : of x co —► of telle que

si a £ WO, g(a, n) £ WO et code l'odre <Q restreint aux predecesseurs de

n pour <Q . On definit par recurrence une fonction A\ -recursive e : of —► co

telle que si a £ WO, on ait Tegalite:

{0 si   | a |   est pair

1   si   \a\   est impair

On definit alors un 77/ -operateur monotone *P par :

(n,a, P,x) £v¥(P)o (n = 0 et a £ WO et Vp (0, g(a, p), B, x) £ P)

ou

(n = 1 et a £ WO et 3 q / q <„ q et V p (0, g(a, p), P, x) £ P et

[(e(o) = 0 et x £ y({y £ X / 3 q P(l, g(a, q), B, y)})) ou

(e(a) = 1 et X € <p({y £ X / 3 q P(l, g(a, q), fi, y)}))]) ou

P(n, a, fi,x).

On montre alors comme dans [Loi] que :

(0, a, fi,x)£xYi(Po)^a£ WO et |a|<£,  et

(l,a,p,x)£xVi(Pci)&a£ WOet \a\ < c; et x e <D|a|((r» , oil

P0(n ,a,P,x)<fr(n = 0 et  a £ WO et V q q _a q)  ou

(n = 1   et a £ WO et V q q _a q et  G(P, x)).

Comme Toperateur T et Po sont 77/ , on a done que vF°°(Po) est 77/, et

aussi que (1, a, P, x) £ ^(Po) « a £ WO et x £ <pl"l(G^). On a done le

resultat, puisque R = X¥°°(P0)X .   □
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Soit £, un ordinal denombrable non nul. On definit / : ca<w —► {-1} U (£ +

1), par recurrence sur \s\, comme suit : j(0) = t\ et

■ • -1   si j(s)<0

• e  si j(s) = 0 + 1

j(s"n) = <   •   un ordinal impair de j(s)  tel que la suite (j(s^n))„ soit

co-finale dans j(s)  et strictement croissante si j(s)  est

k limite non nul.

On definit alors des arbres :   77{ := {s  £ co<co / j(s) / -1} et T{ := {s  £

Tt/j(s)?0}.

Theoreme 2.3. Soient X et Y des espaces polonais, A un borelien pot(T%) n

pot(Il^) de X x Y, et t\ un ordinal denombrable.

(a) Si £ est pair non nul, A est non-pot(Di(lPx)) si et seulement s'il existe des
espaces polonais parjaits Z et T de dimension 0, des ouverts-jermes non vides

As et Bs (I'un dans Z et I'autre dans T, pour s dans T^), des surjections con-

tinues ouvertes js de As sur Bs, et des injections continues u et v tels que si

bp ■= Uer{ / M paire G(fs) et Bt := (JseT( , {s{ impmre G(js), on ait B~p = BpUBi,

Bp C (uxv)-x(A), Bi _ (uxv)~x(A),et G(f) = _ne(1>G(js~n) \ (\J„€(0G(f~„))
si s £T'i.

(b) Si t\ est impair, A est non-pot(D^fp\)) si et seulement s'il existe des es-

paces polonais Z et T parjaits de dimension 0, des ouverts-jermes non vides As

et Bs (I'un dans Z et Vautre dans T, pour s dans T^), des surjections contin-

ues ouvertes js de As sur Bs, et des injections continues u et v tels que si Bp :=

IW{ / \s\ paneG(js) et B, := [JseTi , w impaireG(js), on ait B~ = BpuBi, Bt C

(uxv)-x(A), BpC(uxv)-x(A),et G(f) = \Jne_G(fs~„) \ (U„ea,G(/™)) si
seT{.

Demonstration. Montrons (a), la preuve de (b) etant analogue. Supposons que

A est pot(Di(Z°x)), en raisonnant par Tabsurde ; alors Bp = Bp n (u x v)~x(A),

Test aussi, cette classe etant stable par intersection avec les fermes, et on trouve
un Gd dense F (resp. G)de Z (resp. T) tels que B,n(FxG) soit 7J{(2:0)

dans F x G. On trouve done une suite croissante d'ouverts de F x G, disons

(07„)„<{ , telle que Bpn(FxG) = lj„<{,„ impair Un \ iUe<„ Ue).

Montrons que si n < i\, s £ T( et Jis) = r\, alors Gijf) n (T7 x G) C Un si

r\ < ci, et Gijs) n(FxG)c ci\Je<r, ue) si 1 - £• °n aura la contradiction

cherchee avec s = 0 et n = £,.

On precede par recurrence sur r\. Remarquons que si s est dans 77^, \s\

est paire si et seulement si jis) est pair. Si n = 0, \s\ est paire, done Gijs) fl

(F x G) C Bp n (F x G) C Uo.
Admettons le resultat pour 6 < n . Si n est le successeur de 6 , par hypothese

de recurrence on a G(js~m) n (F x G) C Ue pour tout m ; d'oii, si on pose

c* ■= Une* G(fs~n), Csn(FxG) C Ug et Csn(FxG)FxG C Ue . Mais comme
_f xg _

dans la preuve du lemme 3.5 de [Lei], on a Cs D (F x G) = Cs n (F x G),

d'oii Tinclusion cherchee si t] = £,.

Si n < £, et \s\ est paire, j(s) est pair et 6 est impair. On a les inclusions

successives G(f)n(FxG) C Bpn(FxG) C U£<{>£ impair U£\([Jy<e Uy) C Ue+X .
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Si |s| est impaire, j(s) est impair et 6 est pair. Mais si s £ 77.' est de

longueur impaire, on a G(js) n (F x G) C (F x G) \ Bp = (F x G) \ (\J£<i Ue) U

U£<{,£ pair U \ (Uy<£ Uy)» ceci parce que G(js) r\Bp = 0 . On a done le resultat

en appliquant Thypothese de recurrence.

Si n est un ordinal limite, (f(s~n))„ est co-finale dans f(s), done par

hypothese de recurrence, on a G(fs-„) n (F x G) C Uf(s~n) • Si f70 < f(s), on

trouve n(0o) tel que si n(60) < n, f(s~n) > 0O. Done G(/r„)n(FxG) C 0\

des que n(60) < n . Or G(/,)n(p- x G)c(FxG)ncT\Cs = (P' x G)nc/xG\C,c

U(flb)<B(F x G)nG(fs~n)FxGC Ueo. Done G(f) n (F x G) c c({J0<t,Ug). Si
77 < £, comme |s| est paire, on a Tinclusion G(f) n(F xG) C U£<£,£ ,-WjPai> £4 \

(U7<£ 17,), done G(/,) n (F x G) C 0%.

Inversement, soit ^ dans pot(Iff) n po?(n°) \ pot(Di(T,°x)) dans Xx T,

avec X et T polonais ; necessairement X et T sont non denombrables,

done boreliennement isomorphes a of, disons par cp et \p. Remarquons

qu'on peut supposer X et Y parfaits. Soit alors P tel que £ < co\ , tel que

X et Y soient recursivement en /7-presentes, tel que cp et ip soient A\(P),

et tel que A et A soient reunion d'une zl/(/?)-suite de Gs pour le produit

Ax x Ay (ou Ax est la topologie engendree par les A\(P) de X). Posons

Qx := {x £ X / o)^'^ < cox}, Dx:={x£X I x cf A{(p)}, Z0:=QxnDx,

T0 := QYnDY.

Ces espaces Zo et To, si on les munit des restrictions des topologies de

Gandy-Harrington _x (resp. Zx ), sont polonais parfaits de dimension 0. En

effet, Zo et 77o sont £X(P) comme intersection de deux 2fx(P) (cf. [Mo]).

Ceci prouve qu'ils n'ont pas de point isole. De plus, si E est I\(P) contenu

dans Q.x , E est ouvert-ferme dans Q^ pour la restriction de lfx : on a, si /

est Ax(p) telle que x g E o fix) £ WO,

x£Cix\E o3c:<ojx (f(x) £ WO et \f(x)\ < £) et x £ Qx

On en deduit que Qx est a base denombrable d'ouverts-fermes, done metri-

sable separable ; comme il est ouvert d'un espace fortement a-favorable, il est

lui-meme fortement a-favorable, done polonais (cf. [Loi] pour plus de details).

On definit CiXxY := {(x, y) G X x T / co[9{x)'v{y)'p) < wf} ; alors on sait

que QXxY rencontre tout ensemble S\(P) non vide de X x T (cf. [Loi]).

On definit ensuite par recurrence

A n p| Fg  si  n est pair

Fn '■= )-
A n P| Fg  si  n est impair

e<n

Tadherence etant prise au sens de la topologie A^. x Ay .

Montrons que les Fn sont I\(P) pour n < t\. On definit des 77/(/?)-

operateurs monotones sur X xY par les formules : cp(P) = P U Int(P U A) et

ip(P) = Pu Int(Pu A), oil Tinterieur est pris au sens de la topologie Ax x A^ .

II est manifeste que, avec les notations du lemme 2.2, on a F„ = ®i(A) si r\
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est denombrable, par recurrence transfinie. II suffit alors d'appliquer ce lemme

2.2.
Montrons que si C et D sont co-denombrables, alors 7^ n (C x D) / 0.

Pour ce faire, posons A' := A n (C x D). Par la remarque 2.1 de [Lei], A' est

non-pot(D^(lf[)). Soit y tel que P, C et D soient A\(y), et posons

{A' n p| Fgy  si  t] est pair

~—7-\—7
A n P| Fg   si  ?7 est impair

e<n

Tadherence etant prise au sens de la topologie Aj x A'y. Alors il est clair que

si n < £,, Fj c Ff, n (C x D), ce- par recurrence transfinie. II suffit done

de voir que 77?  est non vide.   En raisonnant par Tabsurde, on va montrer

que si  07,, = F] , alors A' = \Jn<itn impair U„ \ (U0<, Ug).   Si n est impair

et successeur de 0O , 07, \ (\Je<r, Ug) = F^ \ F% = Fy6o \ A n 7^ C A'. Si

maintenant x est dans A', x est dans 07^ done il existe un plus petit n <

£ tel que x soit dans Un. Si n est pair et successeur de 0o, x est dans

Un \ (Ue<„ Ug) = Fl \ F? = Fe\ \ A'DFl C A'. Si t, est limite, x est dans

^n?V^ \ (|Je<, 07,) = A'^r\e<nFye n (ne<„ F%) C i'. D'ou le resultat.

On en deduit que Fif)(DxxDY) estun r/(/5) non vide, done qu'il rencontre

Tensemble QXxy C Q^ x £1^ , et que 7^ n (Zo x To) est non vide. On remarque

alors que dans la definition des F„ , pour r\ < £, on peut tout aussi bien prendre

Tadherence au sens de 1\x x _Y car les ensembles sous Tadherence sont Z\(P).

On a done que 7^ n (Zo x To) = A n (Z0 x 77o) n pL<£ Fn °. L'ensemble

^ n (Z0 x T0) n P| ^ T7, est done reunion de Gs l.p.o. de Z0 x T0, et le

theoreme 1.13 peut s'appliquer a Tun de ces Gs qui est non vide; ce qui fournit

des presque-ouverts non vides a0 et b0 , ainsi que g0 : a0 —► b0 surjective

continue ouverte.
On construit alors, pour 5 dans  T^, des suites (as)  et  (bs)  de presque-

ouverts (Tun dans Zo , Tautre dans To ), une suite (gs) de surjections continues

ouvertes de as sur bs, des suites denses (x*)„ de as verifiant :

(Z0 x Tq) n Pi Ff(s~„) n A  si   \s\   est paire

(i)   G(gs) C \ ((Zq xT0)nA  si f(s) = 0)

(Zo x Tq) n p| Ff(s~n) n yi  si   \s\   est impaire

(ii) G(&~„) (ou <?(&-„)*) c^[(xj, &(**)), 2-^w (*~«(0+U] si jelf
Admettons avoir construit gs pour |.s| < p, et soient 5 de longueur p,

et (xsn)n une suite dense de as. Alors si p est pair et n entier, G(gs) _

Ffis~n)n(Zo x Tp), qui est egal a (Z0x To)r)r}me(0Ff(s~n~m) \ A . D'oii G(gs) C

(Z0 x 770) n nmety Ff(s~n~m) \ A . On peut alors appliquer le theoreme 1.13a Tun

des ensembles Gs et E\(P) non vides dont Tintersection C\m^co Ff(s-n-m) \An

m\(xsn , gs(xs„)), 2-^1.1 (*~»(0+U] (ou alors Tintersection plmew Ff(s~n~m) \ A n

•^[(&(*«). xs„), 2~T'<\'\ <* "(')+i)]) est la reunion, dans le produit Z0 x T0 , ce
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qui fournit le graphe recherche. De meme si p est impair.

On choisit alors a tel que Z0 et 770 soient recursivement en a-presentes,

et tel que pour tout j e Tj et pour tout p £ co, _ne(0Gigs~n), Gigs) et

\Jseu)<p Gigs) soient A\(a). On prend des notations analogues aux precedentes.

Soit Mq (resp. Ao ) un Gs dense 27/ (a) de Zo (resp. To ), fourni parle lemme

2.1, sur lequel la topologie de Z0 (resp. 770) coincide avec la topologie A|

(resp. Ay-). On definit maintenant les objets recherches :

Z  := Mq n Q% n D%,        T := N0 n Cl% n Df. ,

f G(&) n(ZxT)  si  /(s) = 0

G{fs)'~ \G(gs)rxQZxT  si 567^

^ et Bs sont les projections de G(fs), et u (resp. v ) est Tapplication iden-

tique de Z dans X (resp. 77 dans T). Verifions que ces objets conviennent.

Montrons que si s £ T^, alors G(f) = G(gs) n (Z x 77).

La relation est vraie par definition si f(s) = 0. Admettons-la pour f(s) <

t] < £  ; soit s £ 7^  tel que f(s) = n > 0.   On a bien sur que  G(f) C

G(&) n(Zxf),
Mais on a

GU) = G(?i)n|jG(/r»)Zi<T = G(gs)n[JG(gs^)n(ZxT)Z'T,
new n€co

par hypothese de recurrence. Montrons done que G(gs)r\(ZxT) est inclus dans

U„6fflG(^)n(Zxf)Zxr. On a G(&) C U^G^i"^) Z° * r° car si O est

ouvert-ferme et contient (x, gs(x)), on trouve une suite strictement croissante

(nq)q telle que (xf, )q converge vers x. Par continuite de gs, la suite image con-

verge vers gs(x), et on trouve q tel que &[(xsn , gs(xsn )), 2-j:'si»i (*""«(')+!)] c

O, et G(gs~nf) Q O (ou G(gs-nq) Q O*). On a que Q|0 est co-maigre dans

Zo. En effet, Zo est polonais parfait de dimension 0 et non vide, done on

peut choisir Tisomorphisme avec cow de facon a preserver les ensembles co-

maigres ; il suffit alors de consulter [Ke], ou il est demontre que Q™^ est co-

maigre dans of.  Done Z  (resp.   77) est co-maigre dans Z0  (resp.   Tq) et

Gigs) n (Z x T) C {Jn€wG(gs~„)n(ZxT)ZoxTo D(ZxT). Or ce dernier en-
_ZxT

semble est \Jne(0G(gs~n) n (Z x T) , car sur Z (resp. T), les topologies

initiales et A| (resp. A^ ) coincident, et car on a un 27/ (a) sous Tadherence,

done les adherences pour A^ x Ayo et X^o x ^r0 sont 'es memes.

Comme Q| nDJ, muni de la restriction de la topologie de Gandy-

Harrington, est polonais parfait de dimension 0, Z Test aussi puisqu'il en est

un ouvert. De meme pour T. Les seules choses non evidentes a verifier sont

que G(f) n'est pas vide, Tinclusion Cs \ Cs c G(fs), et que Bp = Bp U fi,.

L'ensemble G(fs) est non vide puisqu'il est egal a G(gs) n (Z x T) et que

Z (resp.  T) est co-maigre dans Zo (resp.  To).
_ZxT

Soit (x,y) dans Cs \CS, ((x„ , y„)) dans Cs convergeant vers (x, y),

et pn tel que (x„,y„) £ G(fs-Pn). Comme G(fs~Pn) est ferme dans ZxT,

on peut supposer la suite (p„) strictement croissante. La distance de (x„ , y„)
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a G(gs), dans ZqxTq, est au plus 2_x,sw (j~p»(0+i) , et comme la convergence

a lieu aussi dans Z0 x 770 , on a (x, y) £ G(gs) °   °.

Mais on a Tegalite Gfgsf0^ n (Z xT) = G(gs) n (Z x r)Z°x7° n(ZxT)

car Z et 77 sont co-maigres, d'oii (x, y) e G(/S) , comme precedemment.

Comme le graphe de f est ferme, on a bien (x, y) £ G(f).

Montrons par recurrence sur p que G(f0) U Ubi<p ser1 Us est ferme. C'est

clair pour p = 0. Admettons done que c'est vrai pour p . On a les egalites

G(/0)U  (J Cs = G(f0) u[JCsu\JCs = G(f0)u\JCsU \J G(f).
|i|<p+l \s\<p        sew" \s\<p        s€(op+i

Soit ((xm , ym)) C G(f0) U U|j|<p+i Us convergeant vers (x, y). Alors par hy-

pothese de recurrence, on peut supposer que pour chaque m il existe (sm , nm)

tel que (xm,ym) soit dans G(fs~nm). Les ensembles G(f~n) etant fermes,

on peut supposer que la suite (X,<p (sff,nm(i) + l))m tend vers Tinfini. La dis-

tance de (xm , ym) a G(gSm), dans Z0 x To , est au plus 2~^" (^"-"(Oh-i), done

comme la convergence a lieu aussi dans Zo x 770 , on a

(x,y)£G(g0)\J       (J       G(gs~n)°X °n(ZxT).
(s ,n)ew<Pxw

Mais en raisonnant comme precedemment, on voit que

(x,y)eG(/0)U   |J  CsZ*T = G(f0)U  [J  Cs
seco^ s€a)<P

par hypothese de recurrence. Done (x, y) £ G(f0) U \Jsew<P+\ Cs, qui est done
ferme.

On a que G(f0) U \Jser Cs est ferme.   En effet, si ((zm, tm)) C G(f0) U

U^er Cs converge vers (z, t), par ce qui precede on peut supposer que pour

chaque m il existe s'm tel que (zm, tm) soit dans G(fsf), et que la suite

(kmDm tend vers Tinfini. Alors on trouve p tel que Tensemble des s'm(p) soit

infini. En effet, si tel n'est pas le cas, {s £ T^ / 3 m s -< s'm} est un sous-

arbre infini de 77^ , a branchements finis, done a une branche par le lemme de

Konig ; mais ceci contredit la bonne fondation de 77^ . On peut done supposer

qu'il existe p tel que la suite (s'm\p)m soit constante, disons a 5, et tel que la

suite (s'm(p))m tende vers Tinfini. Alors par Tinegalite triangulaire on a que la

distance de (zm , tm) a G(gs), dans Z0 x T0 , est au plus 2~s'">^ , done comme

la convergence a lieu aussi dans Zq x T0, on a (z, t) £ G(gs) °* ° n (Z x 77).

Mais comme avant, on en deduit que (z, t) £ G(fs) c G(f0) U \Js€r Us.

On a done que Bp C G(f0) U \Jser Cs.   Si  |^|  est paire, on montre que

Qcfi7.ce qui montrera que B~p~ = G(f0) U \Jser Us = BP\J Bt. Or on a :

Cs =   IJ  G(f'~n) =\JCs~nQ\JCs^„_B~p.     O
new new new

Par [Lo-SR], on a, pour £, < cox impair, l'existence d'un compact K^ et d'un

vrai Djc(lPx) de K% , disons B%, tel que si A est borelien d'un espace polonais
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P, A n'est pas D^CLX) de P si et seulement s'il existe / : K^ —> P injective

continue telle que f~x(A) = B^. On a ici un analogue : si A est borelien

d'un produit d'espaces polonais, A est non-pot(D^(_°x)) si et seulement s'il

existe B £ Di(Lx)\B\potiDii_x)) et des injections continues u et v tels que

B = B D (u x v)~x (A). Bien sur, B depend ici de A, mais est toujours du

meme type (B = 7>((U/W<„ G(f))ri<i)).
On va maintenant donner des versions du theoreme 2.3 dans le cas ou A est

a coupes verticales denombrables, et dans le cas oil d; = 1.

Lemme 2.4. (a) Soient X et Y des espaces polonais, A (resp. B) un borelien

de X (resp. Y), et f : A —► B countable-to-one borelienne. Alors il existe une

partition de A en ensembles boreliens, disons (An)n€a), telle que les restrictions

de f a An soient injectives.

(b) Soient X et Y des espaces polonais, A (resp. B) un presque-ouvert non

vide de X (resp. Y), et g : B —► A surjective continue ouverte countable-

to-one. Alors il existe un presque-ouvert non vide A' (resp. B') de X (resp.

Y), contenu dans A (resp. B), tel que la restriction de g a B' soit un

homeomorphisme de B' sur A'.

Demonstration, (a) On peut ecrire, par le theoreme de Lusin, que Tensemble

defini par Gr(j)* := {(y, x) / (x, y) £ Gr(j)} est la reunion denombrable des

graphes de fonctions boreliennes partielles, disons /„ , definies sur des boreliens.

Puisque leur graphe est contenu dans Gr(j)*, les jn sont injectives, done leurs

images C„ sont boreliennes. II reste a poser A„ := Cn \ \Jp<n Cp .

(b) Soit (B„) une partition borelienne de B donnee par le (a). Comme 5

est non maigre relativement a T, Tun des B„ est non maigre. Ce dernier ayant

la propriete de Baire s'ecrit comme reunion disjointe d'un Gs non maigre G

de T et d'une partie maigre M. Soit 07 un ouvert non vide de T tel que

GAC7 soit maigre, et posons B" := 07 n G. Cet ensemble est un Gs dense de
fin 0/, qui est ouvert de B, done g[B"] est un analytique co-maigre de Touvert

g[B n 07] de A . Soient done (U„) une base de la topologie de B", Vn des

ouverts de g[B(lU] tels que g[U„]AV„ soit un maigre Mn dans g[B n 07], et

A' un Gs dense de g[B n 07] contenu dans g[B"] \ [jn€(0 Mn . Alors on peut

poser B' := B" n g~x(A'), comme on le verifie facilement.   □

Theoreme 2.5. Soient X et Y des espaces polonais, A un borelien a coupes

verticales denombrables de X x Y, et £, un ordinal denombrable non nul.

(a) Si £ est pair, A est non-pot(Di(Lx)) si et seulement s'il existe des espaces

polonais parjaits Z et T de dimension 0, des ouverts-jermes non vides As

et Bs (I'un dans Z et I'autre dans T, pour s dans T^, et dans cet ordre

si \s\ est paire), des surjections continues ouvertes js de As sur Bs, et des

injections continues u et v  tels que si Cs := \Jnew G(fs~„), on ait G(fs) C

Cs \ (UteT- I parite(\t\)=pante(\s\)Ct) ,  et Si   B  :=  Ujer{ / |j,| paire G(fs) •   B  =  (u X

v)~x(A).

(b) Si t, est impair, A est non-pot(b^(lPx)) si et seulement s'il existe des

espaces polonais Z et T parfaits de dimension 0, des ouverts-fermes non vides

As et Bs (I'un dans Z et I'autre dans T, pour s dans T^, et dans cet or-

dre si \s\ est impaire), des surjections continues ouvertes f de As sur Bs,

et des injections continues  u  et v   tels que si  Cs := \JnewG(fs -n), on ait
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G(fs) _CS\ (U/er{' I parite(\t\)=pariti<\s\) Ct), et si B := \JseTi / \s\ impaire G(fs), on

ait B = (ux v)~x(A).

Demonstration. Elle est identique a la preuve du theoreme 2.3, a ceci pres qu'on

remplace la condition (ii) par

Gr(gs~n)    (ou Gr(gs~ny ) C &\<x?n , gs(xsn)), 2'^ ^"OO]

si s £ T{ et f(s) ± 1, et A n (Z0 x 7b) = [)n€oiGr(gs~n) si f(s) = 1. Si A

est la A\ (P)-reunion de (hn), on prend pour la suite (Gr(gs~„))„ la suite des

traces de Gr(h„) sur Zo x 770 qui sont non vides (ceci si f(s) = 1 ). Si f(s) > 0

est pair, on raisonne comme dans la preuve de 2.3 pour construire gs, a ceci

pres que si le graphe n'est pas contenu dans Zo x Tq mais dans TqxZq, on

applique le lemme 2.4 pour avoir le graphe dans le sens souhaite.   □

Theoreme 2.6. Soient X et Y des espaces polonais, A un borelien a coupes

verticales denombrables de XxY. Alors A est non- pot(Hx) si et seulement s'il

existe des espaces polonais Z et T parfaits de dimension 0, une suite d'ouverts-

fermes (A„ ) (resp. (Bn)) de Z (resp. T), des surjections continues ouvertes f„

de A„ sur Bn , et des fonctions continues u et v tels que si B = \Jn>0 Gr(j„),

on ait 0^Gr(jo) CB\B et B = (uxv)~x(A).

Demonstration. Elle est identique a celle du theoreme 2.5 si a0 C Zo . Dans le

cas ou a0 _Tq, on montre comme dans 2.5 que Tensemble L defini comme

etant G(g_) n [(Af0 n ClaZo n D_j x (N0 n n^ n Dfo)] n ^n(Z0x Tof2"^
est non vide. On definit alors Ao comme etant la projection de L sur 770,

fi0 := Z := T := Aq ; jo est Tapplication identique. Soient (h„)n>o comme

dans la preuve de 2.5, En le domaine de hn , Dq la projection de L sur Zo ,

et go : Aq —► D0 la restriction de g0 a Aq. On definit A„ := g0~x(h~x(Ao)),

Bn := Aq n h„[E„ n D0], et j„ comme etant la restriction de hn o g0 a An , si

n > 0. Enfin, on pose u := go, v(y) = y si y £ Aq. Verifions que ces objets

conviennent. Si x £ Aq , (x, x) $ B sinon (go(x), x) e A n Gr(g0)*. Si 07

est un ouvert de Aq contenant x, ^o[f7]x07 est un ouvert de (Af0nQ| v\D_ )x

(AonQ^nDy^) contenant (go(x), x), done rencontre A en un point (z,y) ;

z = g_(t),oxi t£U,et (t,y)£U2C\B^0 . Done A(^0) = Gr(fif) _B\B .

Enfin, (x,y)efio3«y = h„(g0(x)) <* 3 n (go(x), y) £ Gr(hn) &

(go(x),y)£A.   D

Soit Co la classe des fonctions de la forme (x,y) i—<■ (u(x),v(y)) ou

(x, y)i—>(u(y), v(x)), oil les fonctions u et v sont boreliennes.

Theoreme 2.7. Soient X et Y des espaces polonais, A un borelien pot(L°) n

pot(U°3) de XxY.

(a) A est non-pot(Ux) si et seulement s'il existe des espaces polonais Z' et

77' parjaits de dimension 0, une suite d'ouverts-jermes (A„) (resp. (Bn)) de Z'

(resp. 77'), des surjections continues ouvertes jn de An sur Bn, et une jonction

continue j de Q tels que si B = (J„>0Gr(jn), on ait 0 ■£ Gr(j0) = B\B et
B = j~x(A)nB.

(b) A est non-pot(Ylx) si et seulement s'il existe des espaces polonais Z et

T parfaits de dimension 0 non vides, une suite d'ouverts denses (E„) de Z, des
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applications continues ouvertes g„ de En dans T, et une fonction continue g

de Co tels que (gn)n>o converge uniformement vers go sur f)n€wEn, Gr(go) C

g~x(A) et {Jn>0Grign)_g-liA).

Demonstration, (a) Dans le cas ou a0 C Z0 , la preuve est identique a celle du

theoreme 2.3 jusqu'a la construction des gs comprise. Soient 70 := {"/#(«) _

Zo} , Ix := {n/a{n) C T0}, J0 := U„e/0 Grig{n)) ° \ Jx := ljne/| Gr(gtn)Y ° °.
Alors Grig0) C JqUJx , done on trouve i et un ouvert-ferme 07 x V de ZqxTq

tels que 0 / Gr(g0)n(Ux V) c /,. Supposons par exemple que i = 0. Soit go

la restriction de g0 a Ung~x(V), et B' := U„6/o Gr(g{n)) ; on a done Gr(g0) C

fi' °    °. On conclut de maniere analogue a celle de 2.3 : on introduit a, on

montre que Tensemble K := Gr(g0) D(ZxT) nfi'n[(Zn07) x (Tr\V)fz° xZ^>

est non vide, ce qui implique que 70 est infini; on indexe alors B' par co. On

definit Aq et Bq (resp. An et Bn ) comme etant les projections de K (resp.

Gr(g{n))n[(Z DU) x (T DV)]), et on pose f0:= go\A0, f„ := gw\A„ si n > 0,
Z' := Z n U , 77' := T n V , et / est Tapplication identique.

Si maintenant i = 1, on montre comme dans 2.6 qu'on peut trouver deux

fonctions continues u et v , un espace polonais Z' parfait de dimension 0, et

des applications continues et ouvertes definies sur et d'images des ouverts-fermes

de Z', cpn , tels que si A' := _n>oGr(cpn), on ait: A(Z') C (v x u)~x(Gr(cp0)),

Gr(cpo) c Gr(g0)n(O7x V), A'* _ (v x u)~x(A), et A(Z') QA'XA'. Soit (/„)
une suite dense de Z'. Alors on construit des rectangles ouverts-fermes W„ de

Z'2 de diametre au plus 2~n et une suite strictement croissante (m„) telle que

Ton ait:  (/„ , t„) £ Wn , 0 ± Gr(cpma) nWn_ <(_p<n Gr(cpmp)).

II est maintenant clair qu'on peut poser Aq := Bq := T' := Z', fo'-= IdAo ; si

n > 0, An et Bn sont les projections de Gr(cpmn)P\ W„ , et f„ est la restriction

de cpmn a A„ ; enfin, f(x,y) := (v(y), u(x)).

Le cas oil a0 C T0 se traite de facon analogue.

(b) Supposons que A est pot(Hx), en raisonnant par Tabsurde. Alors si on

pose G := f)n€coE„ , \Jne(0Gr(gn)r\(GxT) est borelien a coupes fermees, done

on trouve un Gs dense 77 c G tel que (jnew Gr(gn) n (77 x 77) soit ferme dans

77 x T. Par ailhurs, g~x (A) n \Jnew GriSn) n(HxT) = \Jn>0 Gr(gn) n (77 x 77)

est pot(A~lx), done on trouve un Gs dense K _ T tel que les coupes de E :=

_n>0Gr(gn)n(H x K) soient fermees dans K . Alors 77nn„(E(Ugn~1(A:) est un

Gs dense de Z , et si x est dans ce Gs , go(x) est dans EX\EX , au sens de

K, ce qui est la contradiction cherchee.

Inversement, soient Z', V, A„ , Bn, f„, f, fournis par le (a). Posons, si

«>0,

7^:={PC A°^o\{0} V(0/, V)£P2 (UjtV =>UC\V = 0)

et 3/7 > 0 (07 C Ap  et Vx £ U d(f0(x), fp(x))] < 2'")}

Alors 77„ est non vide, puisqu'il contient 0, et il est ordonne de maniere

inductive par Tinclusion, done il admet un element maximal Pn := {Uff, / m £

I„} . Posons En :=_meInUfr\ ; E„ est dense dans Ao , par maximalite de Pn .

On pose alors Z := A0, T := V, g := f\(Z x T), E0 := A0, go := fo,
et si n > 0, g„(x) := fPm(x) si x e 07£, ou bien sur pm est minimal tel

que 07£ c Ap_ et V x e 07^, d(f0(x), fPm(x)) < 2~" . Ces objets repondent

clairement au probleme.   D
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Lemme 2.8. Soient X et Y des espaces polonais, A un borelien a coupes

verticales denombrables de X x Y, et k un entier naturel non nul. Alors

YA ̂  Dk(lPx)+, D2k(Lx), et D2k_x(lPx) (TA est la plus petite classe de Wadge
T telle que A £ pot(Y), pour I'inclusion—cf. [Lei]; Y+ est le successeur de Y).

Demonstration. Elle repose sur le fait que si B est borelien a coupes verticales

denombrables et est pot(Lx), B est en fait pot(Ax) (puisque sa projection est
denombrable).

II suffit de montrer que YA ̂  D2k(Lx), la preuve de la troisieme assertion
etant analogue et celle de la premiere se deduisant des deux autres.

Supposons que A = O^2£_iU07oU(072\07i)u...U(072A:_2\C72A:-3) ; on a alors aussi

A = c(U2k_x \ Uo) U [(072 \U0)\(UX\ Uo)] U ... U [(072,_2 \ U0) \ (U2k_3 \ U0)].
Done si on pose  V2k^x := X x Y et  Vp := Up+x \ Uq si p < 2k - 1, on a

A = (Vx\V0)U...U(V2k-x\V2k_2).    D

Corollaire 2.9. Soient X et Y des espaces polonais, A un borelien a coupes

verticales denombrables de X x Y, et k un entier naturel non nul. Alors on a
les equivalences suivantes :

(a) A est non-pot(Ax) & A est non-pot(Lx) & la projection de A sur Y est
non denombrable.

(b) A  est non-pot(b2k_x(L°x)) & A  est non-pot(D2k(L°x)) <=> A  est non-

pot(D2k^x(A)+) ■

(c) A est non-pot(D2k+xCL°x)) <& A est non-pot(D2k(Itf)) ^ A est non-

pot(D2kCLx)+).

Ce resultat, couple avec le theoreme 2.5, donne des caracterisations des en-

sembles potentiellement differences finies d'ouverts parmi les boreliens a coupes

verticales denombrables. Les classes {0}, A°, D2„+2(£°),et D2„+i(L°) sont

les seules de la forme YA , avec A borelien a coupes verticales denombrables

potentiellement differences finies d'ouverts, comme on le voit avec les resultats

precedents et les ensembles suivants :

Am+2 '•= {(ct, P) £ 2W x 2W f le nombre d'entiers oil a et P different est
impair < 2« + 1}

A2n+x := {(a, P) £ 2W x 2m / le nombre d'entiers ou a et P different est pair
<2n}

Verifions-le pour A2n+2, par exemple. II est clairement D2n+2(LX), puisque

si on pose 07p := {(a, p) £ 2m x 2<° / 3 ^ e co^n+i-p i ^ j ^ s(i) ^ s(j)

et V / < \s\ aisii)) ^pisii))}, A2n+2 = UP<2«+2, P impairUp \ Up-x ; pour

voir qu'il est non-potib2n+2i_x)), il suffit par le corollaire 2.9 de voir qu'il est

non-potib2n+xiTiX)). On va pour ce faire appliquer le theoreme 2.5. On pose

/0(q) = a , et si \t\ < 2n , ft-mia)ip) = fiia)ip) <£• p ^ m . Posons egalement

4>miot)ip) = oiip) o p ^ m. Alors 4>m est un homeomorphisme, et comme

ft~m = <t>m ° ft, on a par recurrence que les f sont des homeomorphismes de

2W sur lui-meme. Par recurrence sur \t\ < 2n + 1 , on voit que le nombre de p

tels que aip) ^ fia){p) a meme parite que |f| et est < |/|. On en deduit que

lU<o<2*+, / \s\ pane Cs Q A2n+2. Enfin, si a ^ p en n0 < nx < ... < n2p, avec

p < n , et si on pose ao = a, a/+) = 0«,(a/) si I < 2p, a2p+x = P, et 5 =

in0 , ..., n2p), on verifie que si q < 2p + 1 , aq = f[qia) ; d'oii (a, P) £ Cs^2p .

Dans [SR], il est demontre le resultat suivant, du a Hurewicz :



4456 DOMINIQUE LECOMTE

Theoreme 2.10. Soit X un espace polonais, et A un borelien de X. Alors A

est non- II§ si et seulement s 'il existe E denombrable sans point isole tel que

E\E^cow et E = AnE.

Theoreme 2.11. Soient X et Y des espaces polonais, A un borelien de X x Y

a coupes verticales denombrables. Alors A est non-pot(Il2) si et seulement

s'il existe des espaces polonais Z et T parfaits de dimension 0 non vides,

des injections continues u et v, une suite (An) d'ouverts denses de Z, une

suite (fn) d'applications continues et ouvertes de An dans 77, tels que pour

tout x dans f)n€0)An, Tensemble Ex := {fn(x) / n £ co} soit sans point isole,

E~x\Ex^co0i,et Ex = (uxv)~x(A)xnF~.

Demonstration. Supposons que A soit potfYl®), en raisonnant par Tabsurde.

Alors il existe un Gs dense K de T tel que les coupes verticales de (Z x

K)f)(u x v)~x(A) soient Gs dans K, done dans T. Par ailleurs, Clnew^n^

f)newfn~l(K) est Gs dense de Z , puisque les fonctions f„ sont continues et

ouvertes. Done on trouve x dans ce Gs , et Ex est polonais, puisque c'est une

coupe verticale de (Z x K) n (u x v)~x(A) intersectee avec Ex . De plus Ex

est denombrable, non vide et sans point isole, ce qui est contradictoire.

Inversement, on peut supposer, pour simplifier Tecriture, que X et T sont

recursivement presentes, et que A est /(/-reunion de graphes A\ . Designons

par Wx un ensemble 77/ c co de codes pour les A\ de X, et par Cx _ coxX

un ensemble 77/ dont les sections aux points de Wx decrivent les AI de X,

et tel que la relation (n £ Wx et (n, x) £ Cx) soit 77/ (cf. [Loi]). Soit

egalement W C WXxY un ensemble 77/ de codes pour les A\ npot(L2) de

XxY (dont l'existence est demontree dans [Lo2]). Posons :

77 := [J{(E x F) \ A / E, F £ A\ et (E x F) \ A £ pot(l?2)} ; on a

H(x,y) & 3n£W3m : (m)0 £ Wx  et  (m)x £ WY  et V z V t

[(n£.WXxY  et in, z,t)<fCXxY)  ou  {((m)0, z) £ Cx  et ((m)x,t)£CY

et(z,t)cfA}} et [((m)0 £ Wx  et ((m)0, z) (f Cx)

ou ((m)x £ WY  et  ((m)x, t) <f CY)  ou  (z, t) £ A ou (n, z, t) £ CXxY]

et ((m)o , x) £ Cx  et  ((m)x,y)£CY  et  (x , y) (f A.

Done 77 est 77/ . Posons N := A n 77 ; N est 27/ et G5 de X x Y

muni de la topologie Ax x AY (cf. [Lo2]). Posons Dx := {x £ X / x <£ A\},

Q.x := {x £ X I coxx = cofK} , et Z0 :=Q.xnDx, T := Q.YnDY. On munit Z0
(resp. T) de la restriction de la topologie de Gandy-Harrington sur X (resp.

T), de sorte que Z0 et T sont polonais parfaits de dimension 0. On montre

maintenant la propriete qui sera la clef de la construction a venir :

Si 0/ (resp.  V) est 27/ et inclus dans Z0 (resp.  T), et si Nn(UxV)^ 0,

alors A n N n (U x V) est un sous- 27/ non vide de 07 x V.
En effet, 07 (resp.  V) est ouvert-ferme de Z0 (resp.  T), done

AH(07x V)Z°XT C 07 x V;

A, Z0 , T, N, 07, et V sont 27/ , done ^nAn(07x vf°xT aussi, Tadherence

d'un 27/ pour le produit des topologies de Gandy-Harrington restant 27/, par

double application du theoreme de separation.   Posons O := An (07 x V).
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Supposons que A n O x 'r = 0. Alors, par double application du theoreme

de separation, AnO * "r = 0 , done on a la triple inclusion : (07 x V) \ A C

O U 77 C oAx><Ar U 77 C A . Done (07 x V) \ A et A sont deux 27/ separables

par un pot(L2) ; ils peuvent par consequent etre separes par un ensemble K £

A\ npot(J_) (cf [Lo2]). On a UxV CKuA, done on peut trouver <2f et T,

deux A\ tels que U xV _%? xT~   C K U A . On a done (2f x 7f) \A C H,

puis O C 77 \ 77 = 0, ce qui est absurde. On a done que Av\0 x r ^ 0 . Or

O _ Dx xDY , done of*xIy CD^xDv. Done (Dx xD^DAnTf**^ £ 0 et

est 27/, done rencontre QXxy cfl^xfly, done (Z0 x T)nAnO x    r ^ 0 .

Soit c/i (resp. c/2) une distance < 1/2 qui rende Zo (resp. T) complet, et

d la distance sur Z x T definie par d((x, y), (z, t)) := dx(x, z) + d2(y, t).

Soit d' une distance < 1 sur N n (Zo x T), qui le rende complet (c'est un

Us de ZqxT , done un espace polonais). On verifie sans peine que si on pose

d'x(y, t) := d'((x, y), (x, t)), alors (Nx n T, d'x) est metrique complet. On

pose, si 5 est une suite finie d'entiers non nuls, v(s) := _li<^\ s(i) (v(0) = 0).

On construit, par recurrence sur \s\, des ouverts non vides de Zo, st/s, des

Us denses % de sfs, des applications continues et ouvertes gs : sfs —► 77, des

ouverts a coupes verticales ouvertes-fermees de Z0 x T, cos, et des ouverts de

N n (Z0 x T), Us, tels que :

(a)Gr(&)c,4nc^nG7Zoxr

(b) ajs~n Q ojs , cos-n f~l cos-m = 0 si n^m

(c) V X G Zq Uf~nT n Nx C G* C 0)xs

(d) sfsAsfs~n  est maigre et V x e s/^ttnSr, d2(gs(x), gs~n(x)) < 21-/(s""'

(e) V x £ Zo 82(oxs) < 2-v{-s)

(f)VxeZ0Sx(G*)< 2-1^1.
On pose a>0 := Zo x T, G0 := (Zq x T) n N. L'ensemble G0 est non vide.

En effet, N rencontre DxxDY, sinon N serait pot(Ax) et AUH aussi, done

A = (AuH)nH serait pot(Tl2), ce qui est exclus. Done Nn(Dx xDY), qui est

27/, rencontre QXxY _Q.xxQ\Y et G0 ^ 0 . Par la propriete-clef, AV\G0 °

est un sous- 27/ non vide de co0 , done ^ n co0 n G0 ° est reunion de graphes

27/ dont Tun, disons Gr(g0), est non vide. II reste a appeler s>f0 le domaine

de g0 pour terminer la construction au premier cran. Admettons done avoir

construit sfs, gs, cx>s, Gs pour \s\ <p et ff?s pour |.s| < p verifiant (a)-(f), et

soit s de longueur p .

On commence par construire, par recurrence sur n, les <ys~„, une suite

decroissante (E„) de Gs denses de sfs, des applications continues hn : E„ —>

T, et des ouverts V„ de Zo x 7 tels que :

(1) Gr(hn)_cj)s~nnGs

(2) cos~n C cos  et cos~n n cos~m = 0  si  »/ffl

(3) V x e 7i„ rf2(A„(x), &(*)) < 2-"^"»

(4)VxeZ0ci2(^n)<2-'/(^'!)

(5)Gr(gs\En)_VnC C(|J c»^m).
v-'l<m<n
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Admettons avoir construit ces objets pour 1 < m < n, ce qui est fait

pour n = 0. Soit x un element de sfs. Comme gs est continue en x,

on trouve un voisinage ouvert 07^. de x contenu dans sfs tel que si z e

Ux, d2(gs(x), gs(z)) < e := 2-"(*~("+1))-i . De telle facon que si (z, t) £

Ux x_f(gsix),e), on a d2(t, gs(z)) < 2-"('~<fl+1». Posons 2C„+1 := V„ n

\Jx€Sfs Ux x SS(gs(x), e), et soit 0„ un ouvert dense de sfs contenant E„ tel

que Ur(gs) n Vn = Gr(gs\On). Soit kn+x une fonction Baire-mesurable uni-

formisant ffn+x r\cosr\Gs sur sa projection n qui est un ouvert de Zo, et soit

Fn+x un Gs dense de n sur lequel la restriction de kn+x est continue. Alors

On \ Fn+X est maigre car 0„ n II est ouvert dense de 0„ ; en effet, si U est

ouvert non vide de On et x £ 07, (x, gs(x)) £ (07 x T) n cos n %+i . Done,

comme Grigs) Q Gs ° , on trouve (z, /) dans G5 n (07 x 7) n Wj n ^„+i ,

et z e 07 n n. De tout ceci resulte que sfs \ Fn+X est maigre, done En+X :=

Fn+X nEn est Gs dense de sfs et ^«+i := ^«+i \Fn+x est continue. Si x £ En+X ,

(x, /?„+1(x)) e &n+l , done rf2(Aa+i(x), &(*)) < 2-^~("+1» . Dans En+X x T,
Grihn+x) et Grigs\En+x) sont deux fermes disjoints, done separables par un

ouvert-ferme 0. Par la propriete de reduction des ouverts, on trouve done

deux ouverts disjoints de Zo x 77, fT et W tels que 0 = fT D (E„+x x T),

et (En+X xT)\d = Wn (En+X x T). Comme Ur(hn+X) C ff, on trouve pour

chaque x dans 7f„+i un rectangle ouvert-ferme VxxWx tel que (x, hn+x(x)) £

Vx x Wx C ^ n cb, n Vn , S2(WX) < 2-"(*~e+1», et En+X nK,c h~lx(Wx). On

a Uxe£„+i Vx * Wx = \Jp(zw Vp x Wp , par Lindelof. Reduisons la suite (Vp) en

(Vp); on peut alors poser

™s~(n+l) ■=   IJ  Kp' X WP et F«+l  := K» n W'
pew

comme on le verifie facilement.

Revenons a la construction principale ; on a deja assure (b) et (e). Si x e En ,

on peut trouver un ouvert-ferme de N, ^x := (% x Wx) n N, de diametre au

plus 2~|j|_1 pour d', verifiant 2^n7i„ C h~x(Wx) ,etsi Zs est ouvert de Z0x77

tel que Gs = Zs n N, on ait (x, h„(x)) £%,xWx_\ ojs~„ n Zs D (sfs x T).

On a done que Gr(h„) _ \JxeEn %x = Umew^" > Par Lindelof. On reduit la

suite (Tm) en (7Q), et on pose "gs-„ := _m€coCK^ xWm)f)N, et les conditions

(c) et (f) sont realisees, puisque Gx„ est vide ou Tun des Wm n A^ , done est

ouvert-ferme de Nx . De plus, on a G5-~„ D Ur(hn). A Taide d'une nouvelle

numerotation, on peut ecrire Gs~n = _pe(0(Lp x Mp) n A, Lp et Mp etant

deux 27/ . Posons EniP := A n An (Lp x Mp) ° n ai^„ ; En,p est reunion

de graphes 27/ . On peut done trouver une suite de graphes 27/, contenus dans

E„tP, dont les domaines sont deux a deux disjoints, et tels que la reunion de

ces domaines, disons Onp, forme un ouvert tel que \Jq<p Onq soit dense dans

\Jq<pYlxEn_p (une telle construction est possible avecTe lemme de Zorn, par

exemple). On fait ceci par recurrence sur p, de sorte que sfs~n '•= Upe&^n.p

est un ouvert dense de \J econ'xE„zP. On appelle gs-n le recollement des

fonctions definies sur les Onp, et la condition a) est satisfaite, ainsi que la

seconde partie de la condition (d), si on pose J^ := f|„>i F„ , par (4). Reste

a voir que sfsA$fs-n est maigre pour clore la construction. Quitte a remplacer

s$s-n Par J^nj/j^, il suffit de voir que sfs \stfs~n est maigre. Posons Ylp :=

Yl'i-iLp x Mp) n A et n; := WxEniP . On a:
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J*s\J*s~n C Sfs \ ( IJ n;) U  (J U!p\s/S~n
pew pew

_s^s\e„uEn \(|J n;)u U n;\^„
pew pew

_sfs\Enu\Jnp\Yl'pU\J Yl'p\sfs~n
pew pew

II suffit done de voir que flp n EL, est ouvert dense de Ylp ; mais ceci est une

consequence facile de la propriete clef.

On definit maintenant les objets recherches : Z := sf0, u et v sont les

injections canoniques. Soit cp : co —> (co \ {0})<a> x co bijective, et (Uf„)m

une suite d'ouverts denses de sfs telle que ^ = C\m(i0J Usm.  On pose A„ :=

■^ n ^ll) et fn '■= g</>o{n) \An ■ L'ouvert An est dense dans Z par la premiere

partie de (d), et Ex  est sans point isole par la seconde partie de (d) (on a

fW<u^« = rlie(aj\{0})<w &s )■
La fin de la preuve est semblable a la preuve du theoreme d'Hurewicz dans

[SR]. Posons, si x € C]n€coAn , Mk := {gs(x) / \s\ < k}. Alors Mk est ferme

dans 77", par recurrence sur k : si M£ := {y £ T / d2(y, Mk) < e}, on a

Mk+X = C\e>Q[Mlyj(Mk+x \M*k)}, et Mk+X \M{ est fini, par (d).

Si k £ co et y £ EX\EX , y £ Mk , done il existe e > 0 tel que y ^ vVf|. Si

s £ (co\ {0})k et (x,t)£cos, d2(t, Mk) < d2(t, gs(x)) < 82(coxs) < 2-"M < e

des que u(s) > k0, done cox c Mf., sauf pour un nombre fini de s dans

(co \ {0})k . Done si ^ := {s £ (co\ {0})k / cox _ Mf}, on a Ex = Mk U

{&(*) I \s\ > k} C Mk LJ \}w>k a)f C Mk U UW=fc^ = Ml u IW<»? et

Ex _ M| U \Js€%> (Vs = Ml U Uki=fc w? • Done on trouve une unique suite

a dans (co \ {0})w telle que y e Cls^a^s ■ La suite decroissante de fermes

non vides dont les diametres tendent vers 0 de (Nx n T, d'x), (Ux n Nx)s^a ,

converge vers <* € Ax n T, et {£} = f\^Gf . D'oii £ e (\s^,acox = {y} et

(x, y) £ N c A . Posons

r(G>\{0}r—»r

La fonction A est bien definie, a valeurs dans Nx C Ex . Si cr e (<y \ {0})<°,

/z(er) £ f)s^aci)x et cox n Ex ^ 0 ; par consequent, h est a valeurs dans Ex .

On a vu que EX\EX C h"ico\ {0})w . Par (b), /z est injective, et par (e), h est

continue. Comme h"Ns = cox n (7ix \ Ex), h est bien un homeomorphisme de

(<u\{0}r sur 7^\7ix.    D

Avec ce resultat et le theoreme 2.3, on a, pour chaque classe de Wadge Y non

auto-duale, un test pour dire si un borelien a coupes denombrables est pot(Y)

(en effet, un tel borelien est pot(Fa)).
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