TRANSACTIONS OF THE
AMERICAN MATHEMATICAL SOCIETY
Volume 347, Number 11, November 1995

UNIFORMISATIONS PARTIELLES ET CRITERES
A LA HUREWICZ DANS LE PLAN

DOMINIQUE LECOMTE

REsuME: On donne des caractérisations des boréliens potentiellement d’une
classe de Wadge donnée, parmi les boréliens a coupes verticales dénombrables
d’un produit de deux espaces polonais. Pour ce faire, on utilise des résultats
d’uniformisation partielle.

Cet article fait suite a I’étude des classes de Wadge potentielles commencée
dans [Lel]. On démontre entre autres les résultats annoncés dans [Le2]. Je
renvoie le lecteur a [Ku] pour ce qui est des notions de base en topologie, et
a [W] pour ce qui concerne les classes de Wadge. On utilisera les notations et
notions standard de la théorie descriptive des ensembles, ainsi que des notions
de théorie descriptive effective, qui peuvent étre trouvées dans [Mo]. Rappelons
les définitions de base :

Définitions. (a) Soit I' une classe de parties d’espaces polonais de dimension 0.
On dit que I" est une classe de Wadge de boréliens s’il existe un espace polonais
Py de dimension 0, et un borélien 4y de P, tels que pour tout espace polonais
P de dimension 0 et pour toute partic 4 de P, A est dans I' si et seulement
s’il existe une fonction continue f de P dans P, telle que A4 = f~1(Ay).

(b) Soient X et Y des espaces polonais, et 4 un borélien de X x Y. Si
I' est une classe de Wadge, on dira que A4 est potentiellement dans I" (ce
qu’on notera A4 € pot(I')) s’il existe des topologies polonaises de dimension 0,
o (sur X) et t (sur Y), plus fines que les topologies initiales, telles que A,
considéré comme partie de (X, g) x (Y, 1), soit dans T".

La motivation pour I’étude de ces classes de Wadge potentielles trouve son
origine dans I’étude des relations d’équivalence boréliennes (ou plus générale-
ment des structures boréliennes a plusieurs variables). Par exemple, dans [HKL],
on étudie le pré-ordre qui suit. Si £ (resp. E’) est une relation d’équivalence
borélienne sur ’espace polonais X (resp. X’), on pose:

E < E' & [il existe f borélienne de X dans X' telle que xEy & f(x)E'f(y)].

En d’autres termes, ’application f définit par passage au quotient une in-
jection de X/E dans X'/E’, ce de maniere borélienne. La relation E < E’
peut s’écrire: E = (f x f)"!(E'), avec f borélienne ; or si E’ est de classe de
Wadge I" (ou méme de classe de Wadge potentielle I'), il est facile de vérifier
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que E est de classe de Wadge potentielle I' (alors que E n’est pas de classe
I en général). La classe de Wadge potentielle est donc un invariant naturel du
pré-ordre <. Bien que cet invariant soit en général grossier, il fournit des infor-
mations sur < ; par exemple, dans [Lol], A. Louveau montre que la classe des
relations d’équivalence Zg n’est pas co-finale dans les relations d’équivalence
boréliennes pour le pré-ordre <, en utilisant la notion de classe de Wadge poten-
tielle. Il en déduit une démonstration simple de la non-existence d’une relation
d’équivalence borélienne maximum pour <. Ce résultat avait par ailleurs été
démontré antérieurement par H. Friedman et L. Stanley, en utilisant les travaux
de H. Friedman sur la diagonalisation borélienne.

L’un des principaux résultats concernant les classes de Wadge de boréliens
est ’existence de “tests d’Hurewicz”, dont le principe est : un borélien n’est pas
d’une classe de Wadge donnée si et seulement s’il est au moins aussi compliqué
qu’un exemple type n’étant pas de cette classe. Hurewicz a démontré I’existence
du test pour la classe Gs. Le résultat précis est le :

Théoreme 2.10. Soit X un espace polonais, et A un borélien de X . Alors A
n'est pas Gj si et seulement s'il existe E dénombrable sans point isolé tel que
E\Ex~w” et E=ANE.

Apres les travaux de nombreux auteurs, parmi lesquels J. R. Steel (voir [S]),
ainsi que A. Louveau et J. Saint Raymond, I’existence de tests a été établie pour
toutes les classes de Wadge ; dans [Lo-SR], il est démontré :

Théoreme. Si & est un ordinal dénombrable non nul, il existe un compact Pr
de dimension 0 et un vrai Zg de P:, Ay, tels que si A est un borélien de

lespace polonais X, on ait : A n’est pas l'lg de X si et seulement s’il existe
S/ P- — X injective continue telle que A; = f~'(A).

L’ensemble A4: est dit “test d’Hurewicz”. Un des objectifs de cet article
est d’étudier la possibilité d’obtenir des résultats similaires, pour les classes de
Wadge potentielles. Dans [Lel], il est démontré un lemme qui suggere 'intérét
qu’on pourrait avoir a étudier les problemes d’uniformisation partielle, en vue
de caractériser les ensembles potentiellement fermés. Le test usuel pour savoir
si un ensemble A est fermé est de prendre une suite convergente de points de
A et de regarder si la limite est dans 4. Un tel test ne peut pas convenir pour
caractériser les ensembles potentiellement fermés, puisqu’un singleton peut étre
rendu ouvert-fermé tout en gardant des topologies polonaises. Cependant, on
remarque que lorsqu’on raffine la topologie d’un espace polonais, tout en gardant
une topologie polonaise, les deux topologies coincident sur un Gs dense pour
la topologie initiale. D’ou I'idée de remplacer les points par des graphes de
fonctions continues et ouvertes, objets qui rencontrent tout produit de deux G;
denses si les domaines et images des fonctions sont assez “gros”.

Lemme. Soient X et Y des espaces polonais, (C,) (resp. (Dp)) des suites
d’ouverts non vides de X (resp. Y), f, : Co — D, continues et ouvertes,
B = Upnew(oy Gr(fn), et A un borélien de X x Y contenant B; si B\ 4

contient Gr(fy), alors A est non- pot(II9) .
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La question est de savoir s’il y a une réciproque. Nous allons voir que c’est
en partie le cas : cette réciproque a lieu, modulo un changement de topologies,
si A est alafois pot(Z) et pot(I13), a ceci prés qu’on ne peut pas imposer le
sens dans lequel se trouvent les graphes. Ceci signifie que les fonctions partielles
peuvent étre définies sur une partie de X et arriver dans Y, ou étre définies
sur une partie de Y et arriver dans X . Le résultat précis est un cas particulier
du théoréme 2.3 ; si f, est une fonction partielle de X dans Y oude Y dans
X, on notera G, la partie de X x Y égale au graphe de f, si f, vade X
dans Y ,etégalea {(x,y)e X xY / x= f,(y)} sinon.

Théoreme *. Soient X et Y des espaces polonais, et A un borélien pot(Eg) N
pot(Il)) de X x Y. A est non-pot(I%) si et seulement s’il existe des espaces
polonais Z et T parfaits de dimension 0, des ouverts-fermés non vides A, et
B, (l'undans Z et l’autre dans T, pour n dans ), des surjections continues
ouvertes f, de A, sur By, et des injections continues u et v tels que |J,.o Gn C

(uxv)~'(d), GoC (uxv)~(4), et Go=Uys0Gn\ (UpsoGn)-

Le théoreme 2.3 étend ce résultat a la caractérisation des boréliens poten-
tiellement différence transfinie d’ouverts, toujours parmi les boréliens pot(X3)n
pot(Hg) . On ne se rameéne donc pas a un exemple type, comme dans le théoreme
de A. Louveau et J. Saint Raymond, mais a une situation type. Pour démontrer
le théoreme 2.3, I'outil essentiel est le :

Théoreme 1.13. Soient X et Y des espaces polonais parfaits de dimension 0,
A un Gs Lp.o. non vide de X x Y. Alors il existe des ensembles presque-
ouverts non vides F et G, l'un contenu dans X et l'autre dans Y, et une
surjection continue ouverte de F sur G dont le graphe est contenu dans A ou
dans {(y,x)eY x X / (x, y) € A} selon le cas.

Pour le comprendre voici les :

Définitions 1.2. (a) Un G; d’un espace topologique est dit presque-ouvert (ou
p.o.) ¢’il est contenu dans I'intérieur de son adhérence (ce qui revient a dire
qu’il est dense dans un ouvert).

(b) Si X et Y sont des espaces topologiques, une partie 4 de X x Y sera
dite localement a projections ouvertes (ou l.p.o.) si pour tout ouvert U de
X x Y, les projections de 4N U sont ouvertes.

Les ensembles l.p.o. se rencontrent par exemple dans la situation suivante: A
est X! dans un produit de deux espaces polonais récursivement présentés. Si on
munit ces deux espaces de leur topologie de Gandy-Harrington (celle engendrée
par les X!), A4 devient L.p.o. dans le nouveau produit. C’est essentiellement
dans cette situation qu’on utilisera cette notion, au cours de la section 2.

On étudie donc dans un premier temps, et plus largement que nécessaire pour
la seule étude des classes de Wadge potentielles, les problemes d’uniformisation
partielle, sur des ensembles “gros” au sens de la catégorie, en essayant d’obtenir
I'image de la fonction “grosse” également. On obtient essentiellement des résul-
tats pour les Gs. Il est a noter que malgré des hypothéses symétriques, la
conclusion du théoréme 1.13 ne P’est pas.

Dans [0O], il est démontré, sous ’hypothése du continu, ’existence d’une
bijection ® de [0, 1] sur lui méme échangeant ensembles maigres et ensembles
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de mesure de Lebesgue nulle. En étudiant un exemple ou on trouve un graphe
dans un sens et pas dans l'autre, dans le théoreme 1.13, on montre qu’une
telle application @ ne peut pas avoir de propriété de mesurabilité projective
(corollaire 1.8).

Une autre facon de formuler le théoréeme * est (voir [Le2]) :

Théoreme. Soient X et Y des espaces polonais, A un borélien de X x Y a
coupes verticales dénombrables. Alors A est non-pot(IN9) si et seulement s’il
existe des espaces polonais Z et T parfaits de dimension 0 non vides, des fonc-
tions continues u et v, des ouverts denses (A,) de Z , des applications continues
ouvertes f, de A, dans T, tels que pour tout x dans (e, An, (fn(X))ns0
converge simplement vers fo(x), Gr(gy) C (u x v)~'(A) et Uns0Gr(gn) €
(uxv)"1(4).

En d’autres termes, en chaque point du G; dense (), 4n, On retrouve sur
la fibre le test usuel pour les fermés. On a un phénomene analogue pour les G .

Théoreme 2.11. Soient X et Y des espaces polonais, A un borélien de X x Y
a coupes verticales dénombrables. Alors A est non-pot(I19) si et seulement
s’il existe des espaces polonais Z et T parfaits de dimension 0 non-vides, des
injections continues u et v, des ouverts denses (A,) de Z, des applications
continues et ouvertes f, de A, dans T, tels que pour tout x dans (¢, An,
l'ensemble E, := {fy(x) /| n € w} soit sans point isolé, E, \ Ex =~ w®, et
Ex=(uxv) (A NE;.

1. UNIFORMISATION PARTIELLE DES Gy

Les problemes d’uniformisation partielles ont déja été étudiés dans [GM], ol
au lieu de considérer la catégorie, il est question d’ensembles de mesure 1 sur
chacun des facteurs. Les résultats qu’on obtient sont également a rapprocher
de résultats obtenus par G. Debs et J. Saint Raymond, ou il est question de
fonctions totales et injectives, avec des hypothéses de compacité sur chacun des
facteurs (cf. [D-SR]). Plus précisément, il est démontré dans [GM] le résultat
suivant :

Théoreme 1.1. Soient X et Y des espaces polonais, A (resp. u) une mesure
de probabilité sur X (resp. Y), et A un borélien de X x Y ayant ses coupes
horizontales (resp. verticales) non dénombrables u-presque partout (resp. A-
presque partout). Alors il existe un borélien F de X (resp. G de Y) tels que
AF) = u(G) = 1, et un isomorphisme borélien de F sur G dont le graphe est
contenu dans A .

On peut se demander si on a un résultat analogue en remplagant “ensemble
de mesure 0” par “ensemble maigre”. On va voir que non. Pour ce faire on
montre un lemme que nous réutiliserons.

Définitions 1.2. (a) Un G d’un espace topologique est dit presque-ouvert (ou
p.o.) s’il est contenu dans I’intérieur de son adhérence (ce qui revient a dire
qu’il est dense dans un ouvert).

(b) Si X et Y sont des espaces topologiques, une partie 4 de X x Y sera
dite localement a projections ouvertes (ou l.p.o.) si pour tout ouvert U de
X x Y | les projections de 4N U sont ouvertes.
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Lemme 1.3. I/ existe un espace X polonais parfait de dimension 0, et un fermé
Lp.o. A a coupes parfaites non vides de X2, tels que si F et G sont presque-
ouverts non vides dans X et f:F — G surjective continue ouverte, Gr(f) €
A.

Démonstration. Soient X = w®, ¢ un homéomorphisme de X sur I’ensemble
P, des suites de 0 et de 1 ayant une infinité de 1, et ¥ un homéomorphisme
de X sur ’ensemble Zp(2%) des compacts parfaits non vides de 2% ; y
existe car cet ensemble ne contient pas les compacts finis, est dense et est G
de Z(22)\ {@} : en effet, si on désigne par N(n, 2?) le n'®™¢ ouvert-fermé
de base de 2%, on a: K est parfait & Vm € w [(KN N(m,2%) = &) ou
(3(p,4q)€w* N(p,2°)NN(q,2%) =2 et N(p,2°)UN(q,2°)C N(m,2?)
et N(p,2°)nK # @ et N(qg,2°)NK # 2)].

Posons A := (¢ x y)~1(4A"), ot A" :={(x,K) € Poo x Zp(2®) | x € K}. 1l
suffit de montrer les propriétés pour A4’. Il est fermé :
xX¢KeInewldUeXI22 N(n,2)NnU=2 et xe N(n,2°) et KCU

Il est clairement a coupes parfaites non vides, et il est l.p.o., car si
Ny:={a€2?/s<a} et Wy y, . v, ={KeZp2°) /KCUetVi<nVn
K # @} est 'ouvert-fermé de base de #p(2%),on a:

ILIAN(Nsx Wy ... v)]=9,0u NynUN Py, et
IL[A' N (Ng x Wy v, ... v,)]1=20u Wy v, v, N, N Tp(2%).

Raisonnons par ’absurde : il existe f: F — G surjective continue ouverte
dont le graphe est contenu dans A’, et des ouverts non vides Z et 7~ tels que
F (resp. G) soit Gs dense de % (resp. 7).

L’ouvert 7” étant non vide contient un ouvert-fermé de base Wy v, v, ,
avec U, 1y, ..., V, ouverts-fermés tels que les U N V; soient non vides. De
sorte qu’on peut supposer, quitte a se restreindre a son image réciproque, que
7 =Wy vy, V-

Soit (S})j<n+3 une partition de U en ouverts-fermés telle que V j < n + 3,
Vi<n, S;NV;# . Posons, si I € #(n+3)\ {2},

O = {KG WU,VO,...,V,, /I={j<n+3/KﬂSJ#Q}}

Alors (Oy) est une partition en ouverts-fermés non vides de Wy v, .. v, ,
donc (f~!(Or)) est une partition en ouverts-fermés non vides de F ; par pro-
priété de réduction, on trouve une suite d’ouverts non vides de % deux a deux
disjoints, (W}), telle que f~1(O;) = FNW;.

Alors si j < n+3, Wy CSj, sinon on trouve x dans F N W \S;, et
X € f(x) € Oy, donc f(x) € S;, une contradiction.

Maintenant si I C n+3 est de cardinal 2, il existe i < n tel que V;NU ¢, S;
C W, . En effet, par ce qui précede, si j € 1, S; ¢ W; sinon Wy nW; # @.
Donc si pour tout i < n il existe j dans [ tel que V;NS; & W, , ’ensemble

{KeO /KC W,} est ouvert non vide de G, donc rencontre G en K = f(x)
et xe FNW;,donc KN W, est non vide, une contradiction.

En particulier, si 1 < j <n+2,ilexiste i; <n telque V;, N(SoUS;) C
W{‘O,j}. Soi.ent j;é J’ t.els que i = ij;alors V; NSy € Wy jy N Wy iy, ce
qui contredit la disjonction de Wyg ;3 et Wy 3. O
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Théoreme 1.4. Soient X = Z(2°)\{@}, Y =29, et A:= {(K,Xx) € X x
Y / x € K}; alors A est un fermé a coupes horizontales non dénombrables,
a coupes verticales non dénombrables sur un ensemble co-maigre de X, mais
si F (resp. G) est un borélien co-maigre de X (resp. Y), il n’existe aucun
isomorphisme borélien de F sur G dont le graphe soit contenu dans A .

Démonstration. Comme on I’a vu dans la preuve du lemme précédent, 4 est

fermé dans X x Y, et ’ensemble des compacts parfaits non vides est Gs dense
de X.

L’ensemble des compacts non dénombrables est donc co-maigre dans X , et
les coupes verticales de 4 sont donc non dénombrables, sauf sur un maigre.

Raisonnons par I’absurde : il existe des ensembles F et G, ainsi qu'un
isomorphisme borélien f comme dans I’énoncé.

Alors il existe un Gs dense F’ (resp. G')de X (resp. Y ) tels que F' C
FZp2YYNF, G'CGNPy,etque f:F' — G’ soit un homéomorphisme.

En effet, on remarque que si U est un ouvert dense de Y, alors {K €
X /| K C U} estunouvert dense de X ; par suite, si M est maigre relativement
a G, on a l’inclusion :

FFAM)Cx[(X x M)NA]={KeX | KNM # 2}
Donc f~!(M) est maigre relativement a X , et aussi relativement 2 F qui est
co-maigre dans X .

Soit G, un G; dense de Y, contenu dans G N P, sur lequel f~! est
continue ; ce qui précede montre que f~!(G;) est co-maigre dans X .

Si (U,) est une base de la topologie de G;, f~'(U,) est borélien de X,
donc égal a un ouvert ¥, modulo un maigre M, ; choisissons pour F’' un Gy
dense de X contenu dans #Zp(2°) N F N f~1(G)) \ (Upce Mn) - 1l reste a poser
G :=f'F.

Eneffet,ona f~Y(U,NG')=F'nf~"(U,) = F'nV, ; G = ()Y (F)NG,
est G5 ; et si G' n’était pas dense dans Y, on trouverait un ouvert non vide
U de Y disjoint de G’ ; mais {K € X / K C U} serait un ouvert non vide,
et rencontrerait donc F’ en un point K qui vérifierait f(K) € K C U et aussi
f(K) € G', ce qui est la contradiction cherchée.

Mais ceci contredit la preuve du lemme 1.3. O

En analysant les raisons de ce résultat négatif, nous allons maintenant mon-
trer que I’application transformant ensembles de mesure O en ensembles maigres
n’a pas de propriétés de mesurabilité projective, sous hypotheése de détermina-
tion des jeux projectifs.

Pour démontrer le théoreme 1.1, les auteurs montrent le lemme suivant :

Lemme 1.5. Soient X un espace polonais, u une mesure de probabilité sur X ,
et A un borélien de X x X ayant ses coupes horizontales non dénombrables
u-presque partout. Alors il existe un K, de X, F, et une application borélienne
f:F — X telsque Gr(f) C A et u{y € X/ f~'({y}) est non dénombrable})
=1.

Corollaire 1.6. Soient B := [0, 1], A la mesure de Lebesgue sur B, A un
borélien de B x B tel que A({y € B | A” est non dénombrable}) = 1; alors il
existe des boréliens disjoints de B, By et By, tels que

A({y € B | Bin A est non dénombrable}) = 1.
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Démonstration. Soient F et f fournis par le lemme 1.5, et G, une copie
de 2 contenue dans f~!({y}), si ce borélien est non dénombrable. Si x €
Gy \ {min G,, max G,}, les ouverts [0, x[NG, et ]x, 1]NG, sont non vides,
donc non dénombrables ; posons donc :

E(y,x)&x€eFetf(x)=yet[0, x[nf"'({¥}),1x, 1Inf'({»})
sont non dénombrables.

Alors E est analytique dans Bx B, donc par le théoréme de von Neumann on
trouve une application g : B — B Baire-mesurable telle que si f “({y} est
non dénombrable, g(y) € F, f(g(¥)) =y, et [0, gW)INS~'({¥}), 18(y), 1IN

~1({y}) sont non dénombrables.

Soit alors G un borélien de B tel que A(G) = 1, la restrictionde g &4 G
soit borélienne, et contenu dans {y € B / f~!({y}) est non dénombrable }. II
reste a poser :

By:={x€eF [/ f(x)eGetx<g(f(x))},
B :={xeF /] f(x)eGetx>g(f(x))}

En effet, si y € G, [0, g)[Nf'({y}) € Bon 4”, donc ByN A” est non
dénombrable, de méme que BN AY. O

Lemme 1.7. I/ existe un Gs de Bx B, A, oi B :=[0, 1], tel que l'ensemble
défini par {y € B | A’ est non dénombrable} soit co-maigre, alors que pour tout
couple (By, By) de boréliens disjoints de B, {y € B | BiN A” est non dénom-
brable } ne sont pas tous deux co-maigres.

Démonstration. [0, 1]\ Q est homéomorphe a P, qui est co-dénombrable
dans I’espace parfait 2% ; il suffit donc de trouver 4 dans 2% x 2%, ayant
les propriétés du lemme. D’autre part, .7 (2%) \ {@} est un espace compact
métrisable parfait de dimension O et non vide, donc est homéomorphe a 2¢ ; il
suffit donc de trouver 4 dans 2% x %7 (2?) \ {@}. Reprenons ’exemple de 1.4

A={(x,K)e2?xZ (2 \{o} / x € K}. Raisonnons par ’absurde : By
et B, existent. Par la preuve de 1.4, ces deux ensembles sont nécessairement
non maigres; on trouve donc des ouverts disjoints et non vides de 2%, U, et
U, , tels que ByAU, et BoAU, soient maigres.

Comme on I’a vu dans la preuve du théoréme 1.4, {K € Z(2°)\ {@} / KN
(BoAUy) = @} est co-maigre, ainsi que {K € 7 (2%)\ {@} / Bon K est non
dénombrable }, donc que ’ensemble {K € Z(2%)\ {o} / KnUy # 2} ;
dernier rencontre donc ’ouvert non vide {K € Z(2*)\{@} / K C Ul} ce qu1
contredit la disjonction de Uy et U;. O

Il résulte immédiatement du théoreme 19.6 de [O] que sous ’hypothése du
continu, il existe une bijection idempotente ® de B := [0, 1] sur lui-méme
telle que E est maigre si et seulement si A(®~'(E)) = 0. Ce qui précede
entraine le :

Corollaire 1.8. Une telle fonction ® n’est pas borélienne. De plus, sous hypothese
de détermination des jeux A}, ,, ® n’est pas I}, ,-mesurable.

Démonstration. Le premier point résulte aussitot du corollaire 1.6 et du lemme

1.7. Si @ était IL}, -mesurable, et si 4 estle G; dulemme 1.7, ’ensemble
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A = (I x®)~1(A4) serait IT} ,,, ainsique E := {(y, K) € BxZ (B)\{@} /K
est parfaitet K C A"} ; par la détermination des jeux A;n , E serait uniformis-
able par un graphe partiel I1}, +1 €t la fonction correspondante se prolongerait
en une fonction f totale A}, ;-mesurable. Parla détermination des jeux Al .,
S serait A-mesurable, donc il existerait un borélien G de B tel que A(G) =1,

la restriction de f a G soit borélienne, et (y, f(y)) € E si yeG.

Posons A" :={(x,y)e BxB /ye G et x € f(y)} ; alors A" serait un
borélien contenu dans A’, et le corollaire 1.6 fournirait des boréliens disjoints
By et B;. Les ensembles {y € B / BN (I x ®)[A"]) est non dénombrable }
seraient donc co-maigres, ainsi que {y € B / B;N A’ est non dénombrable },
ce qui contredirait le lemme 1.7. O

Dans [Ma], la question suivante est posée : étant donné un borélien A de
[0, 1] x [0, 1] dont toutes les coupes sont non maigres, existe-t-il un isomor-
phisme borélien de [0, 1] sur lui-méme dont le graphe soit contenu dans 4 ?
La réponse est non, comme le montre le théoréme 3 de [D-SR]. On a cependant
le résultat suivant :

Théoreme 1.9. Soient X et Y des espaces polonais parfaits non vides, A C XxY
ayant la propriété de Baire et ses coupes non maigres (sauf sur des ensembles
maigres). Alors il existe un ensemble K,UGs, F (resp. G), co-maigre dans X
(resp. Y), et un isomorphisme de deuxieme classe de F sur G dont le graphe
est contenu dans A.

Lemme 1.10. Soient (C,), (D,) des suites d’ouverts-fermés non vides de w?,
A dans w® x w® tel que AA(U, ¢, Cn x Dyn) soit maigre ; alors il existe des
suites (K?) et (K)) de copies de 2%, des suites (G) et (G)) de G5 de w®
vérifiant :

(i) (KR x G U(GyxKy)C A

(ii) KO C Cu\ (Uyen K9)2 KL C Do\ (U KD)

(iii) GY (resp. G)) est dense dans D, \ (U
Ca \ (Ugen Ca YUU,ew K7))
Démonstration. On construit d’abord la suite (K?) et une suite (HY) de G;
de w® vérifiant K9 x HY C AN[Cy \ (U,cp K2) % Dn \ (U, Dg)], HY) étant
dense dans Dj := D, \ (U,., Dy) -

D, U U, K}) (resp.

g<n pEW D

Admettons la construction effectuée pour g < n. Soit C;, := Cy\ (U, Kg);
AN C), x D), est co-maigre dans C), x D/, d’ou I'existence de K et HY.

De méme, on construit des suites (K)) et (H)) vérifiant des propriétés
analogues : H,x K C AN[Co\(U, <, Cg)*Dn\(U,<, Kg)1, €t H, est dense dans
Cu\(Uyen Cq) - Nrestea poser GY := HI\(U,¢,, Kp) s Gr = Hi\(Upe Kp) - O

Démonstration du théoréeme 1.9. L’ensemble 4 ayant la propriété de Baire, il est
réunion disjointe d’un G; et d’un ensemble maigre, qui a ses coupes maigres,
sauf sur des ensembles maigres ; on peut donc supposer que 4 est G5 a coupes
non maigres de w® x w?, X et Y étant parfaits non vides.

On trouve alors des suites (C,) et (D,) vérifiant les conditions du lemme
1.10, qui peut donc s’appliquer. Posons I := {n € w / G% # @}, F =
Uner K2 Go:=U,e; GY. Si ne€ @, Du\(U,e, DgUU,e,, Kp) » done G, sont
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denses dans D, \ (Uq <«nDg) ; par conséquent, Go est dense dans (J,c,, Dn -

D’autre part, Gy € A?—PU(G,;)[(Unew D,), donc Gy est Gs. Comme A4 esta
coupes non maigres, |J,., D» est dense dans Y, donc Gy est Gs dense dans
Y

new

Si nel, GY est polonais non dénombrable, donc il existe un isomorphisme
de premiere classe f, de K? sur GY. Alors

| Fo — Go,
g0 X — fo(x) si xeK?

est bien définie (par (ii)), injective (par (iii)) donc bijective, de premiere classe
par compacité de K2, et g;' est aussi de premiere classe car G = Gy N
[Dn\ (Uy<n Dg)]. Enfin, le graphe de go est contenu dans A par (i).

De méme, on trouve un isomorphisme de premiere classe g;, du K, maigre
de Y Fj:=U,c, K, surle Gs dense de X, G, :=,, G}, on J:={ne
w | G} # @} . Alors

F—G
F:=FUG,, G:=F UG, et f: 8o(x) si x€Fy
X —
gl (x) si xeG
répondent au probleme. O

Venons-en a ’étude de la réciproque du lemme de I’introduction ; dans ce
lemme, il est question de fonctions continues et ouvertes, donc non nécessaire-
ment injectives. Le contre-exemple du théoreme 1.4. n’est donc pas un obstacle
a la réciproque. De fait, ’application définie par

J{KeZ(2°)\ {2} / K est parfait} — P,
¢ K — max(K)

est surjective continue et ouverte et son graphe est contenu dans {(K, x) €
F(29)\ {2} x2% / x € K} . Cependant, ¢ n’est injective sur aucun Gs dense.
Plus généralement, on a :

Proposition 1.11. Soient X un espace polonais, Y un espace séparé, f:X —
Y continue et ouverte. Si f n’est pas injective, [ n’est injective sur aucun G;
dense de X .

Démonstration. Posons E := {(x, x') € X? / x #x" et f(x)= f(x')}. Alors
E est G5, etlp.o. : si U et V sont ouverts dans X, II[EN (U x V)] =
Un{x e X/ f(x) € fIV \ {x}]}, comme on le vérifie immédiatement. Si
Sf(x0) € fTV \ {x0}], soit x; € V' \ {x0} tel que f(x9) = f(x;). On trouve des
ouverts disjoints W; de X telsque x; € W;, W, C V. Si x € f~1(f[M])nW,
(qui est un ouvert contenant xp), f(x)=f(y),ou ye W, CV,et x #y car
WonW; =@. Si E est non vide, on applique le lemme 4.4 de [Lel] pour voir
que E rencontre tout carré G5 dense ; d’ou le résultat. O

Le lemme 1.3 montre qu’on ne peut pas avoir I'image “grosse” en général,
dans une uniformisation du type von Neumann, méme pour un fermé l.p.o.
non vide d’un produit d’espaces polonais parfaits de dimension 0. Cependant,
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I'uniformisation souhaitée a lieu dans au moins un sens (on I’a vu avant 1.11
dans le cas particulier). Le théoréme 1.13 qui suit est le résultat essentiel de ce
chapitre. Il est a noter que malgré des hypothéses completement symétriques,
la conclusion ne I’est pas (cf. le lemme 1.3).

Lemme 1.12. Soient X et Y des espaces polonais, A un Gs l.p.o. non vide de
X x Y de projections X et Y, et F (resp. G) un Gz densede X (resp. Y).
Alors les projections de AN (F x G) sont co-maigres.

Démonstration. Si Ilx[AN(F x G)] n’est pas co-maigre, soit U un ouvert non
vide tel que M :=Ix[AN(F x G)]NU soit maigre ; AN(U xY) est Gs l.p.o.
non vide de U x Y, donc par le lemme 4.4 de [Lel] rencontre (UNF\M)xG
en un point (x, y) qui vériie xe M\ M. O

Théoreme 1.13. Soient X et Y des espaces polonais parfaits de dimension 0,
A un Gs lp.o. non videde X x Y. Alors il existe des ensembles presque-
ouverts non vides F et G, l'un contenu dans X et l'autre dans Y, et une
surjection continue ouverte de F sur G dont le graphe est contenu dans A ou
dans {(y,x) €Y x X | (x,y) € A} selon le cas.

Démonstration. Premier cas : Dans tout rectangle ouvert non vide U x V' tel
que les projections de AN (U x V) soient denses dans U et V', on trouve un
sous-rectangle U’ x V' de U x V ayant ces propriétés et tel que pour toute
partie rare R de V', IIx[4A N (U’ x R)] n’est pas dense dans U’.

Soient (O,) une suite d’ouverts de X x Y telle que 4 = (),c, On, €t Uy
et Vy fournis par la propriété précédente appliquée aux projections de 4 ; on
construit alors des suites d’ouverts non vides (Us)scp<o €t (Vy)sep<w Vérifiant :

(1) U Us-, est dense dans Us,.
new

(i) Us x V5 C Oygp—1) st s # 2.

(iii) 8(Us), o(V;) <s|™' si s # 2.

(iv) Us-y N Us-, =2 si 1 # m.

(V) Us-n CUs, Visn C V.

(vi) Les projections de 4N (Us x V) sont denses dans U; et V.

(vii) Si R estrare dans V;, [1x[4 N (U; x R)] n’est pas dense dans Us.

Admettons la construction effectuée pour |s|] < p. Partitionnons
Iy[AN(Us x V;)] (éventuellement privé d’un point) en une infinité d’ouverts-
fermés non vides, disons (Z,), et soit T, :=[Iy[AN(Z, x V)] (c’est un ouvert
non vide de ;). Soit H, ’ensemble des parties de XI[Z,\ {@} x £9[Z, \ {@}
telles que si (U, V) et (U’, V') sont distincts dans P, U et U’ soient dis-
joints et U x V C Oy, 6(U), 6(V) < (Is|+ 1)™', UC Zy, V C Ty, les
projections de AN (U x V) soient denses dans U et V', et pour toute partie
rare R de V', [Iy[4N (U x R)] ne soit pas dense dans U .

Alors H, n’est pas vide, puisqu’il contient le vide, et est ordonné de fagon
inductive par I’inclusion, donc par le lemme de Zorn a un élément maximal P, .
Alors si on note P, = {(Un, Vin) / m € I}, Pouvert u := Ume,n U,, est dense
dans Z,, sinon soit U un ouvert non vide de Z, disjoint de u, et (x,y)
dans AN (U x T,) ; on trouve des ouverts-fermés U” et V", de diamétre au
plus (|s|+1)7!, tels que (x,y) € U"x V" C O, N(UxT,). On applique alors
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la propriété du premier cas aux projections de 4N (U” x V") pour obtenir la
contradiction cherchée avec la maximalité de P.

On obtient maintenant les Us~, en renumérotant la suite des ouverts U
pour lesquels on trouve V et n tels que (U,V) € P,, et V;~, estle V
correspondant. La construction est donc possible.

Soit F' := N,ee Useen Us ; alors F' est Gs dense de Uy, donc presque-
ouvert. Si x est dans F’, on définit f(x) de la maniére habituelle, et la
fonction f est continue et uniformise partiellement 4. De plus, si un ouvert
non vide de F’ avait une image maigre, il contiendrait un ouvert non vide
d’image rare par le théoreme de Baire et la continuité de f. Mais ceci est
exclus a cause de la condition (vii), puisque f[F'NnU;]CV;.

Soit (U,) une base de la topologie de F’, (V,) une suite d’ouverts de Y,
et M, une suite de F, maigres de Y tels que f[F'n U,]AV, C M, . Posons
F = F'\ (Upeo /7' (My)) ; F est Gs dense de Uy comme F' par ce qui
précede. Il est maintenant clair qu’on peut poser G := (U, cq V1) \ (Upee Mn) -

Second cas : 1l existe un rectangle ouvert non vide Uy x Vy tel que les
projections de 4N (Uy x V) soient denses dans Uy et V,, tel que pour tout
sous-rectangle U’ x V' de Uy x V, ayant ces propriétés, on trouve une partie
rare R de V' telle que IIx[A N (U’ x R)] soit dense dans U’.

Soient ny € w, € > 0, et U’ et V' des ouverts ayant ces propriétés ; on
montre qu’il existe des suites d’ouverts non vides (U,) et (V,) telles que :

: ! !

(i) UnEw U, est dense dans U’, UnEw V, est dense dans V.
(i1) Up x ¥V C Oy,.

(iil) 6(Up), 0(Vn) <e.

(V) VyNnVy, =2 si n#m.

VMU, U, oV

(vi) Les projections de A N (U, x V) sont denses dans U, et V.

Soit (x,) une suite dense de IIx[AN (U’ x V)] (donc de U’). On va com-
mencer par construire des suites d’ouverts-fermés non vides (Z,) et (7,) véri-
fiant AN(ZyxT,) # &, Znx Ty C Og,N[(U'NR (xn, 27")) % V'\(Upen TrUR)],
de diameétre au plus €.

Admettons avoir trouvé (Z,,)p<
R est rare et non vide, |J

t (Tp)p<n ayant ces propriétés. Comme
\ R, et les projections de

)

sont co-maigres dans U’ et V'\ (U,., 7p). Par le lemme précédent, celles de
I’ensemble défini par A4, := AN [U’ (V’ \ (Up<n Tp U R))] le sont également
; la projection sur X rencontre donc % (x,,2™") en z, ; soit y, tel que
(zn, Yn) € Ay, et Z,, T, des ouverts-fermés de diametre au plus ¢ tels que
Pon ait (zu, yn) € Zn X Ty C Oy N[(U' N & (xn, 27")) x V' \ (U,<, Tp U R)].
La construction est donc possible.

Si Upeo lIy[4 N (Z, x Ty,)] est dense dans V', on définit

Vai=Tly[AN(Zy x Th)]

ainsi que U, :=IIx[AN(Z, x V;,)], et les conditions sont vérifiées, par densité

p<n

AN
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de la suite (z,) dans U’. Sinon, la construction précédente montre que les
autres conditions sont réalisées. On pose

Y =Ty[An (U x V)]\ | Oy[40(Z, x Ty)).

new

Si (x,y) e An(U" xY’"), soit Z, , x T, , un rectangle ouvert de diametre
au plus ¢ tel que I’on ait les inclusions (x,y) € Z, , x Ty , CZy , x Ty, C
O,,N (U’ x Y') et tel que les projections de AN (Zy , x Ty ;) soient Z, , et
Tyi,y. Ona Y' = U, ,Tx,y = Uyew Iy, - Réduisons la suite (T, ,,) en
(T,), et posons Z, := I x[AN(Zy,,,, x T,)]. Alors en ne gardant que les T,
non vides, les Z, correspondants etles Z, et T,, on a ce qu’on veut.

On recopie alors quasiment la construction du théoreme 5.2 de [Lel] : soit
¢o de w dans {@} et,si n >0, ¢, une bijection de @ sur w". On construit
une suite (Us)sep<e d’ouverts non vides de X, et une suite (V;)scq<e d’ouverts
non vides de Y vérifiant :

) U o U,-, est dense dans Uy, Unewm est dense dans V.

i) Ug x Vs C Os)—1y S1S # @.
iii) O(Uy), 6(Vs) < |s|”' sis# @.
V) Viry N Vsny =2 81 n# m.

) (Ukew U¢n(k)) N Uq+p<n l[ $q(p) \ (Ulew Uq&q(p)Al)] =g

vi) Les projections de AN (U; x V) sont denses dans U; et V.

Admettons avoir construit les suites (Us)s<n €t (Us)jsi<n, ainsi que
(Ud>,,(p)Ak)p<m,k€w > (V¢,,(p)ﬁk)p<m,k6w vérifiant (i)- (vi).

On construit, si ce n’est déja fait, (U, (m)-k)kcw € (Vp,(m)~k)kew €N ap-
pliquant ce qui précede 2 ¢ = (n+ 1)71, V' = Vg y, U = Uy m \
Uq+p<n[U¢q(P) \ (Ulew Ud’q(P)AI)] :

Les conditions demandées sont vérifiées, la densité des projections de A N
(U x V') dans U’ et V', donc dans Uy, m) €t Vj,(m), Ne posant pas de
probleme a cause du lemme précédent. On définit alors F et G comme dans
le théoreme 5.2 de [Lel] ; ce sont des Gs denses de Vy et Uy, donc des
presque-ouverts non vides. On conclut alors comme dans le théoréme 5.2 de
[Lel]l. O

(i
(
(
(
(v
(

Sous les hypotheses du théoreme 1.13, il est faux en général que A4 est uni-
formisable sur un Gs dense de sa projection par une application continue
ouverte sur son image (bien que A4 soit uniformisable par une application
continue). En effet, on prend I'’exemple du lemme 1.3, ce qui fournit 4y C
Ny x w®; si Ay est le graphe d’'un homéomorphisme de w® \ N sur w®,
Ay U A, est fermé Lp.o. de w? x w®, de projections w®. Raisonnons par
I’absurde : il existe un G; dense G de w® et une application f continue sur
G et ouverte sur f[G], qui uniformise 4 partiellement. Alors f[G N Ny)] est
G5 rare, par construction de Ay .

Mais comme f[G \ Nqg] est Gs; dense de w”, f[G] aussi, donc
SIGN N] est ouvert non vide et rare de f[G], ce qui est absurde. Cependant,
P’uniformisation a lieu si A4 est le graphe d’une surjection continue ouverte de
Y dans X :
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Proposition 1.14. Soient X et Y des espaces métrisables séparables de dimen-
sion 0, Y étant complet, et f:Y — X une surjection continue ouverte ; alors
il existe un homéomorphisme g de X sur son image tel que fog = Idy .

Démonstration. On construit des suites d’ouverts-fermés (Us)sep<w €t (Vs)sep<e
vérifiant :
M U, Usn=Us
( Us = f [V;]
(iii) 8(Us), (V) <Is|™' sis# @
(1v) Us-n NUsopy = Viry NVmy = @ 81 1 # m.
(V) Vs~n C V.

Onpose Uy :=X, Vp:=Y ;siona U et V;, on partitionne U; en une
suite (U,) d’ouverts-fermés de diametre au plus (|s| + 1)~! ; on partitionne
ensuite Pouvert-fermé V; N f~!(U,) en une suite (V,?),, d’ouverts-fermés de
diamétre au plus (|s| + 1)~!. La suite double d’ouverts (f[V,?]) est ensuite
réduite en (W), et on renumérote les W), 'ouvert-fermé correspondant dans
Y étant Vin f~Y(Wr).

Cette construction étant faite, elle définit de la maniére habituelle une appli-
cation continue g : X — Y. De plus, si o est tel que x € (¢, Usrn, On @
les égalités f(g(x)) € Npew f/TVain]l = Npew Uain = {x}, d’ot le fait que fog =
Idy et l'injectivité de g . Enfin, par la condition (ii), on a g[U;] = g[X]1n Vs,
donc g est ouverte sur son image. O

ii)

1ii)

Bien sir, ce résultat est faux si on enléeve la condition de dimension sur X .

Corollaire 1.15. Soient X et Y des espaces polonais parfaits de dimension 0, A
un Gz Lp.o. nonvidede X xY . Alors A est uniformisable sur un presque-ouvert
non vide de X par une application continue et ouverte sur son image.

Démonstration. On applique le théoreme 1.13: on a le résultat tout de suite ou
alors on applique la proposition précédente. O

Bien sir, a cause du lemme 1.3, 'image de I’application fournie par ce corol-
laire est en général rare.

2. APPLICATIONS AUX CLASSES DE WADGE POTENTIELLES

On va maintenant appliquer les résultats d’uniformisation aux classes de
Wadge potentielles : on obtient pour commencer des caractérisations des ensem-
bles potentiellement différence d’ouverts parmi les ensembles potentiellement
Zg et 1'[2 (donc par exemple parmi les boréliens a coupes dénombrables).

Lemme 2.1. Soit X un espace polonais récursivement présenté. Alors il existe
un Gs dense X! de X sur lequel la topologie de X coincide avec la topologie
A engendrée par les A} .

Démonstration. 11 est prouvé dans [Ke] que si A4 est 4], il existe un 4] ouvert
U et un AI' a coupes fermées rares F de w x X tels que AAU C UpEw F,.

Cette propriété s’écrit de maniére 7] ; on peut donc associer, a tout entier n
codant un 4!, un entier (f(n))y codant un ouvert 4], et un entier (f(n));
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codant un AI' a coupes fermées rares de w x X, en gardant inclusion ci-
dessus, et ce par une fonction /7/-récursive partielle /. Désignons par W*
un ensemble [7] C w de codes pour les 4! de X et par C*¥ C w x X un
ensemble /7! dont les sections aux points de W¥ décrivent les 4] de X (cf.
[Lo2]).

Onpose xe G&VnYp n¢ WX ou (f(n)), p, x) ¢ C*X. Alors
G répond au probleme : G est réunion dénombrable de fermés rares, et si n
code A€4d],ona ANG = C (finy, NG, qui est ouvert dans G. O

Dans la suite, si f; est une fonction partielle de X dans Y ou de Y dans
X, on notera G(f;) la partie de X x Y égale au graphe de f; si f; vade X
dans Y,eta Gr(fy)*:={(x,y)/ x= f(y)} sinon.

Lemme 2.2. Soient X un espace polonais parfait récursivement présenté, G un
universel pour les 11} de X, ¢ et y des II!-opérateurs monotones sur X , et
@° les opérateurs sur X définis par @0(4) = A, et ®(A4) = ¢(U, . P"(4)) si
¢ est impair, ®*(A) = y(U, P"(A)) si & >0 est pair. Alorssi R(a, B, x)
a€ WO et x € dl°l(Gp), la relation R est I} .

Démonstration. Ce lemme est démontré dans [Lol]si ¢ = ¢y = ®. La démon-
stration ici est analogue ; précisons-en les différences.

On sait qu’il existe une fonction 4/-récursive g : w® x w — w® telle que
si a € WO, g(a,n) € WO et code ’'odre <, restreint aux prédécesseurs de
n pour <,. On définit par récurrence une fonction Al‘-récursive e:w® — w
telle que si @ € WO, on ait 1’égalité:

0 si |a| est pair
e(a) = . . .
1 si |a| estimpair
On définit alors un I7]-opérateur monotone ¥ par :
(n,a,B,x)e¥P)e(n=0etacWOetVp (0, gla,p), f,x)€P)
ou
(h=letaeWOetdqg/qg<,qetVp (0, gla,p), B,x)€Pet
[(e(a)=0etxey({ye X /3qP(l,gla,q), B,y)})) ou
(¢(a)=letxeo({ye X /3qP(l,gl,q),B,y)})]) ou
Pn,a, B, x).

On montre alors comme dans [Lol] que :
0,a,B,x)eY(P) e acWOet [af <&, et
(1,a,B,x)e¥(P) ©aecWOet |a| <&etx € ®(Gy), ou
Pin,a,B,x)ern=0c¢e ac WO et Vqq<£,q) ou

(n=1c¢et ae WO et Vgqg£.q et G(f, x)).

Comme 'opérateur ¥ et P, sont I1!, on a donc que W (P,) est 171‘ , et
aussi que (1, a, B,x) e ¥>(P) & aec WO et x € d>‘“|(G,;). On a donc le
résultat, puisque R =¥Y>(F),. O
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Soit ¢ un ordinal dénombrable non nul. On définit f: <% — {-1}U (£ +
1), par récurrence sur |s|, comme suit : f(@) =¢& et
e —1 si f(5)<0
e 0 si f(s)=60+1
f(s7n) =4 e un ordinal impair de f(s) tel que la suite (f(s"n)), soit
co-finale dans f(s) et strictement croissante si f(s) est

limite non nul.

On définit alors des arbres : Ty := {s € w<? [ f(s) # -1} et Ty :={s €
T: | f(s) #0}.

Théoreme 2.3. Soient X et Y des espaces polonais, A un borélien pot(Zg) N
pot(Il) de X x Y, et & un ordinal dénombrable.

(a) Si & est pair non nul, A est non- pot(Dg(X9)) si et seulement s’il existe des
espaces polonais parfaits Z et T de dimension 0, des ouverts-fermés non vides
As et Bs (l'undans Z et I'autre dans T, pour s dans Ty ), des surjections con-
tinues ouvertes f; de A; sur By, et des injections continues u et v tels que si
BP = UseTg / |s| paire G(fS) et B;:= UseTf / Is| impaire G(f;)’ on ait BP = BPUBi’
B, C (uxv)~'(4), Bi C (uxv)~1(A), et G(£) = Unew G(fi~n) \ (Upew G(fs~n))
Si S€ Té.

(b) Si & est impair, A est non-pot(Dg(X9)) si et seulement s’il existe des es-

paces polonais Z et T parfaits de dimension 0, des ouverts-fermés non vides A
et B; (I'undans Z et l'autre dans T, pour s dans T; ), des surjections contin-
ues ouvertes f; de A sur Bs, et des injections continues u et v tels que si B, =
Us€T¢ / |s| paire G(f;) et Bi:= UseTe / |s| impaire G(fs), on ait B; = B,UB;, B; C
(uxv)"'(A), B, C (uxv)~'(d), et G(f;) = Upew GChsn) \ (Unew G(fi-n) si
s € Té .
Démonstration. Montrons (a), la preuve de (b) étant analogue. Supposons que
A est pot(Dg(X9)), en raisonnant par I'absurde ; alors B, = B, N (u x v)~!(4),
I’est aussi, cette classe étant stable par intersection avec les fermés, et on trouve
un G; dense F (resp. G)de Z (resp. T ) tels que B, N (F x G) soit Dg(X?)
dans F x G. On trouve donc une suite croissante d’ouverts de F x G, disons
(U’I)'I<f , telle que BP n (F x G) = Ur,<é,r7 impair U’I \ (U0<n UG) :

Montrons que si n <&, s € Tz et f(s) =, alors G(f;) N (F x G) C Uy si
n<é&,et G(fs)N(F xG)C “(Up<y Us) si m =¢. On aura la contradiction
cherchée avec s=2 et n=¢.

On procede par récurrence sur 7. Remarquons que si s est dans T:, |s|
est paire si et seulement si f(s) est pair. Si # =0, |s| est paire, donc G(f;)N
(FxG)CB,N(FxG)CUp.

Admettons le résultat pour 6 < 5. Si n est le successeur de 0, par hypothése
de récurrence on a G(f;~») N (F x G) C Uy pour tout m ; d’ou, si on pose
Cs = Unew G(fin), GNFxG) C Up et GNF xG) ¢ C Uy. Mais comme
dans la preuve du lemme 3.5 de [Lel], on a C; N (F x G)FXG =GN (F x G),
d’ou l'inclusion cherchée si n=¢&.

Si n <& et |s| est paire, f(s) est pair et 6 est impair. On a les inclusions
successives G(f;)N(F xG) € ByN(FxG) € Uece ¢ impair U \(Uyee Uy) € Upsy -
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Si |s| est impaire, f(s) est impair et 6 est pair. Mais si s € Té’ est de
longueur impaire, on a G(f;) N (F x G) C(F x G)\ By = (F x G) \ (U, Ue) U
Ue<¢ & pair Ue \ (U, < Uy) , ceci parce que G(f;)N B, = @. On a donc le résultat
en appliquant ’hypothese de récurrence.

Si n est un ordinal limite, (f(s"n)), est co-finale dans f(s), donc par
hypothése de récurrence, on a G(f;~,) N (F x G) C Uf(s n - Si 6 < f(s),0
trouve n(6y) tel quesi n(6y) < n, f(s~n) > 6. Donc G(fs ,,)n(FxG) C Ugo
dés que n(fp) < n. Or (p?(fs)n(F x G)C(FxG)NCs\Cs = (F < G)NeC; - \C C
Unionen® X ONGfs-n) °CUp, . Donc G(fi) N (F x G) € (Ugey Us)- Si
n <&, comme |s| est paire, on a I'inclusion G(f;)N(F x G) Q Ue<e. 2 impair Ue \
(Uy<e Uy) » done G(£) N (F x G) € Uy

Inversement, soit A dans pot(X9) N pot(IN9) \ pot(D¢(X9)) dans X x Y,
avec X et Y polonais ; nécessairement X et Y sont non dénombrables,
donc boréliennement isomorphes a w®, disons par ¢ et . Remarquons
qu’on peut supposer X et Y parfaits. Soit alors f tel que & < a) , tel que
X et Y soient récursivement en f-présentés, tel que ¢ et y sment 41(B),
et tel que 4 et A soient réunion d’une 4} (B)-suite de G; pour le produit
Aﬁ X Af, (ou Aﬁ, est la topologie engendrée par les 4!(f) de X ). Posons
Q= (xex /P <wfy, DEi={xeX/x ¢ 4/B)}, Zo:=Q4nDE,
To:=QfnDE.

Ces espaces Zy et Ty, si on les munit des restrictions des topologies de
Gandy-Harrington Z’i, (resp. Zﬁ ), sont polonais parfaits de dimension 0. En
effet, Zp et Ty sont X/(B) comme intersection de deux X[(B) (cf. [Mo]).
Ceci prouve qu’ils n’ont pas de point isolé. De plus, si E est X 1‘( B) contenu

dans Qﬁ , E est ouvert-fermé dans Qf( pour la restriction de Zf( :ona,si f
est 4/(B) telleque x ¢ E & f(x)e WO,

xeB\EsIE<al (flx)eWOet f(x)| <& etxeQf

On en déduit que Qf( est 4 base dénombrable d’ouverts-fermés, donc métri-
sable séparable ; comme il est ouvert d’un espace fortement a-favorable, il est
lui-méme fortement a-favorable, donc polonais (cf. [Lol] pour plus de détails).

On définit Q8 , := {(x,y) € X x ¥ / &\? Y0P < F}  alors on sait
que Qﬁxy rencontre tout ensemble Z|(f) non vide de X x Y (cf. [Lol]).

On définit ensuite par récurrence

AﬂﬂFg si 1 est pair

d<n
F, =

An ﬂ Fy si n est impair
6<n
I’adhérence étant prise au sens de la topologie A’; X A‘yi .

Montrons que les F, sont X!(B) pour n < &. On définit des I7)(f)-
opérateurs monotones sur X x Y par les formules : ¢(P) = PUlInt(PU A) et
w(P) = PUlInt(PU A), ou I'intérieur est pris au sens de la topologie Af( x A’ﬁ .
Il est manifeste que, avec les notations du lemme 2.2, on a F, = ®"(4) si 7
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est dénombrable, par récurrence transfinie. Il suffit alors d’appliquer ce lemme
2.2

Montrons que si C et D sont co-dénombrables, alors F;r N (C x D) # @.
Pour ce faire, posons A’ := AN (C x D). Par la remarque 2.1 de [Lel], A’ est
non- pot(Dg(X9)) . Soit y tel que B, C et D soient 4/(y), et posons

A'N ﬂ F} si n est pair
F7 .= 6<n
n-* -~  ~ . . . .
AN ﬂ F] si n est impair
0<n
I'adhérence étant prise au sens de la topologie A’ x A}, . Alors il est clair que
si n <&, Fj C F,n(C x D), ce par récurrence transfinie. Il suffit donc

de voir que Fg est non vide. En raisonnant par ’absurde, on va montrer
que si Uy = FJ, alors 4 = Uyt impair Un \ (Upe, Us) . Si 7 est impair
et successeur de 0o, Uy \ (Uge, Us) = FJ\ B = F} \ANF} C 4. Si
maintenant x est dans 4’, x est dans U; donc il existe un plus petit n <
¢ tel que x soit dans U,. Si 5 est pair et successeur de 6y, x est dans
Uy \ (p(kn Up) = Fj \ F) = F} \VA’ﬂFo’; C A'. Si n est limite, x est dans
AN Ngey Fy \ (Ugey Us) = A’ NNy, £y N (Np<y F§) C A'. Dol le résultat.

On en déduit que F;N(D% xD%) estun Z!(B) non vide, donc qu’il rencontre
I’ensemble Qf,xy - Q§ x Qf, , et que FxN(Zox Tp) est non vide. On remarque
alors que dans la définition des F, , pour 7 < ¢, on peut tout aussi bien prendre
I'adhérence au sens de =5 x =% car les ensembles sous I'adhérence sont X HB).

Zox T,

On a donc que F; N (Zo x To) = AN (Zo x To) NNyee Fr °*’® " L’ensemble
AN (Zy x Ty) N ﬂ"<< F, est donc réunion de Gs; lp.o. de Z; x Ty, et le
théoreme 1.13 peut s’appliquer a I’'un de ces G5 qui est non vide; ce qui fournit
des presque-ouverts non vides ap et by, ainsi que gy : ag — by surjective
continue ouverte.

On construit alors, pour s dans 7, des suites (a;) et (bs) de presque-

ouverts (I'un dans Z,, I’autre dans Tp ), une suite (g;) de surjections continues
ouvertes de a; sur by, des suites denses (x3), de a; vérifiant :

(Zogx Tp) N n Frs-nyNA si |s| est paire

new
(i) G(g)C (Zox To)n A si f(s)=0)
(Zox To)N (| Fys-mN A si |s| estimpaire
new

(ii) G(&-n) (ou G(gs-n)") C Bl(x;, &(x})), 277<ul 4] si s € T},
Admettons avoir construit g; pour |s| < p, et soient s de longueur p,
et (x;), une suite dense de a;. Alors si p est pair et n entier, G(g5) C
Frs~nyN(Zox Ty) , quiest €gal a (Zo x To)N(\,peq, Fris~n-m) \ A . D’out G(gs) C
(Zo x To) NN\pew Fris~n~m) \ A . On peut alors appliquer le théoreme 1.13 a 'un
des ensembles G; et X!(B) non vides dont I'intersection Nmew Fris~n-m \ AN
Bl(x5, &(x35)), 27Eisist "nD+D] (ou alors Iintersection (,cq Fris-n-m \ AN
B(gs(x3), x5), 2~ %<t (5 n()+D]) est la réunion, dans le produit Zy x Ty, ce
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qui fournit le graphe recherché. De méme si p est impair.

On choisit alors o tel que Z; et Ty soient récursivement en a-présentés,
et tel que pour tout s € T¢ et pour tout p € @, U,e, G(&-n), G(&) et
Uscwsr G(gs) soient 4] (a). On prend des notations analogues aux précédentes.
Soit My (resp. Np)un Gs dense 2! (a) de Z, (resp. Ty ), fourni par le lemme
2.1, sur lequel la topologie de Zp (resp. Ty ) coincide avec la topologie A,
(resp. Af.). On définit maintenant les objets recherchés :

Z:=MnQynDy, T:=NnQgn Dg,

G(g)N(Z xT) si f(s)=
G(fs) = 7
() {G(gs)ﬂCsz Tsisery

As et B sont les projections de G(f;), et u (resp. v ) est ’application iden-
tique de Z dans X (resp. T dans Y ). Vérifions que ces objets conviennent.
Montrons que si s € Tz, alors G(f;) = G(g)N(Z xT).

La relation est vraie par définition si f(s) = 0. Admettons-la pour f(s) <
n <& ;soit seT: telque f(s) = n > 0. On a bien sir que G(f;) C
G(g)N(Z xT).

Mais on a

- ZxT
G(fs) = G(g)N U G(fs”n)ZXT =G(g)N U G(gs-n)N(Z xT) >

new new

par hypothése de récurrence. Montrons donc que G(g;)N(Z x T) est inclus dans

ZxT —_—7y x T .
Uncw G(&n)N(ZxT) . Ona G(&) C Upeo G(g-n)  ~ carsi O est

ouvert-fermé et contient (x, g;(x)), on trouve une suite strictement croissante
(ng)q telle que (x; ), converge vers x . Par continuité de g, la suite image con-
verge vers gi(x), et on trouve ¢ tel que B[(x; , &(x5 ), 27x<i (& nO+D] C
0, et G(g-n,) € O (ou G(g-n,) C O*). On a que Qf est co-maigre dans
Zo. En effet, Z; est polonais parfait de dimension O et non vide, donc on
peut choisir I'isomorphisme avec w® de fagon a préserver les ensembles co-
maigres ; il suffit alors de consulter [Ke], ou il est démontré que Q2. est co-
maigre dans w®. Donc Z (resp. T ) est co-maigre dans Z, (resp Tp) et

G(g) N (Z xT) CUpen G(&m) N(Z x T) "™ N (Z x T). Or ce dernier en-

semble est (J,c,, G(&-~n) N(Z x T)ZXT, car sur Z (resp. T ), les topologies
initiales et A7~ (resp. Af) coincident, et car on a un X (a) sous I'adhérence,
donc les adhérences pour A% oA A et X5 ) % Z‘} sont les mémes.

Comme QO‘ nDg , muni de la resmctlon de la topologie de Gandy-
Harrington, est polonals parfait de dimension 0, Z I’est aussi puisqu’il en est
un ouvert. De méme pour T . Les seules choses non évidentes a vérifier sont
que G(f;) n’est pas vide, I'inclusion C; \ C; C G(f;), et que B, = B, U B;.

L’ensemble G(f;) est non vide puisqu’il est égal & G(gs) N (Z x T) et que
Z (resp. T) est co-maigre dans Zy (resp. Tp).

Soit (x, y) dans aZXT\CS , ((xn,yn)) dans C; convergeant vers (x,y),
et p, tel que (X, Yn) € G(fs~p,). Comme G(fs~p,) est fermé dans Z x T,
on peut supposer la suite (p,) strictement croissante. La distance de (x,, V»)
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a G(g;),dans Zyx Ty, est au plus 2~ Zisist ("2(D+1) ' et comme la convergence
) . ———Zox Ty
a lieu aussi dans Zy x Tp, ona (x, y) € G(g,) .

—Zo X To

Mais on a I’égalité G(g;) N(ZxT)=G(g)N(ZxT) (ZxT)
—ZX

. T -
car Z et T sont co-maigres, d’ou (x, y) € G(f;) , comme précédemment.
Comme le graphe de f; est fermé, on a bien (x, y) € G(f;).
Montrons par récurrence sur p que (fz)U Ulsl <p,s€T; C; est fermé. Clest

clair pour p = 0. Admettons donc que c’est vrai pour p. On a les égalités

G(fo)u |J G =6G(fe) ulJGulJC=G(fo)ulJCu | G).

|s|<p+1 |s|<p SEw? Is|<p SEwPH!

ZXTO
N

Soit ((Xm, Ym)) € G(fz) U U|S| <«p+1 Cs convergeant vers (x, y). Alors par hy-
pothése de récurrence, on peut supposer que pour chaque m il existe (S, M)
tel que (Xm, ym) soit dans G(fi-n,). Les ensembles G(f;~,) étant fermés,
on peut supposer que la suite (Z;<, (S, nm(i) + 1)) tend vers I'infini. La dis-
tance de (X, Ym) & G(gs,), dans Zg x Ty, est au plus 2~Zi<r (S27m(D+1) " donc
comme la convergence a lieu aussi dans Zg x Ty, on a

Zyx Ty

(x,»)€GE)u |J Glg-n) N(ZxT).

(s,n)EW<Pxw

Mais en raisonnant comme précédemment, on voit que

(5,1 €6)U U G =GUfau U G

SEW<P SEW<P

X

par hypothese de récurrence. Donc (x, y) € G(fz) U U<t Cs » qui esi donce
fermé.

On a que G(fz)U UseTg Cs est fermé. En effet, si ((zy, tm)) C G(fz) U
Use T Cs converge vers (z,t), par ce qui précéde on peut supposer que pour
chaque m il existe s,, tel que (zm,Im) soit dans G(fy ), et que la suite
(Ism1)m tend vers I'infini. Alors on trouve p tel que I’ensemble des s/, (p) soit
infini. En effet, si tel n’est pas le cas, {s € T; / 3 m s < s,,} est un sous-
arbre infini de T;, a branchements finis, donc a une branche par le lemme de
Koénig ; mais ceci contredit la bonne fondation de 7;. On peut donc supposer
qu’il existe p tel que la suite (s),[p), soit constante, disons a s, et tel que la
suite (s,,(p))m tende vers I'infini. Alors par I’inégalité triangulaire on a que la
distance de (z,,, tm) 2 G(g;), dans Zy x Ty, est au plus 2~=%) , donc comme
la convergence a lieu aussi dans Zo x T, ona (z, ) € G(g) " °N(Z x T).
Mais comme avant, on en déduit que (z, t) € G(f;) C G(fz)U UseTg Cs.

On a donc que B_p C G(fo)U Userg Cs. Si |s| est paire, on montre que
Cs C B, , ce qui montrera que B, = G(fz) U UseTg C;=Bp,UB;.Orona:

G=U6hncUGHncUGCwCB,. D

new new new

Par [Lo-SR], on a, pour ¢ < w;, impair, I’existence d’un compact K: et d’un
vrai D¢(Z‘l’) de K¢, disons B:, tel que si A est borélien d’un espace polonais
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P, A west pas Dy(X?) de P si et seulement s’il existe f: K; — P injective
continue telle que f~!'(4) = B:. On a ici un analogue : si 4 est borélien
d’un produit d’espaces polonais, A est non- pot(Df(Z‘l’)) si et seulement §’il
existe B € D¢(X%)[B\ pot(D¢(X?)) et des injections continues u et v tels que
B = BN (uxv)"!(4). Bien siir, B dépend ici de A, mais est toujours du
méme type (B = D((U s(5)<y G(fs))n<e)) -

On va maintenant donner des versions du théoréme 2.3 dans le cas ol 4 est
a coupes verticales dénombrables, et dans le cas ou & = 1.

Lemme 2.4. (a) Soient X et Y des espaces polonais, A (resp. B) un borélien
de X (resp. Y), et f:A— B countable-to-one borélienne. Alors il existe une
partition de A en ensembles boréliens, disons (An)ncw , telle que les restrictions
de [ a A, soient injectives.

(b) Soient X et Y des espaces polonais, A (resp. B) un presque-ouvert non
vide de X (resp. Y), et g : B — A surjective continue ouverte countable-
to-one. Alors il existe un presque-ouvert non vide A’ (resp. B') de X (resp.
Y), contenu dans A (resp. B), tel que la restriction de g a B’ soit un
homéomorphisme de B’ sur A'.

Démonstration. (a) On peut écrire, par le théoreme de Lusin, que I’ensemble
défini par Gr(f)* :={(y, x)/ (x,y) € Gr(f)} estla réunion dénombrable des
graphes de fonctions boréliennes partielles, disons f, , définies sur des boréliens.
Puisque leur graphe est contenu dans Gr(f)*, les f, sont injectives, donc leurs
images C, sont boréliennes. Il reste a poser A4, := Cy, \ Up anCo-

(b) Soit (B,) une partition borélienne de B donnée par le (a). Comme B
est non maigre relativement 2 Y, 'un des B, est non maigre. Ce dernier ayant
la propriété de Baire s’écrit comme réunion disjointe d’'un G5 non maigre G
de Y et d’une partie maigre M . Soit U un ouvert non vide de Y tel que
GAU soit maigre, et posons B” := UN G . Cet ensemble est un G5 dense de
BNU, qui est ouvert de B, donc g[B”] est un analytique co-maigre de ’ouvert
g[BN U] de A. Soient donc (U,) une base de la topologie de B”, V, des
ouverts de g[BN U] tels que g[U,]AV, soit un maigre M, dans g[BNU], et
A’ un Gs dense de g[B N U] contenu dans g[B"]\ U,c, Mn. Alors on peut
poser B’ := B" N g~1(A4'), comme on le vérifie facilement. O

Théoreme 2.5. Soient X et Y des espaces polonais, A un borélien a coupes
verticales dénombrables de X x Y , et ¢ un ordinal dénombrable non nul.

(a) Si & est pair, A est non- pot(Dg(E9)) si et seulement s'il existe des espaces
polonais parfaits Z et T de dimension 0, des ouverts-fermés non vides A
et By (I'un dans Z et l'autre dans T, pour s dans T:, et dans cet ordre
si |s| est paire), des surjections continues ouvertes f; de As sur Bg, et des
injections continues u et v tels que si Cs := e, G(fs-n), on ait G(fs) C
CS \ (UleTé / parité(|t|)=parité(|s|) C’)’ et si B := UseT: / |s| paire G(-f;) , B = (ll x
v)~1(A).

(b) Si & est impair, A est non-pot(De(X9)) si et seulement s'il existe des
espaces polonais Z et T parfaits de dimension 0, des ouverts-fermés non vides
A; et By (I'un dans Z et l'autre dans T, pour s dans Ty, et dans cet or-
dre si |s| est impaire), des surjections continues ouvertes fs; de As sur By,
et des injections continues u et v tels que si Cs := U,c, G(fs-n), on ait
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G(fS) < CS \ (UtGTé’ | parité(|t|)=parité(|s|) Cl) ,etsi B:= Us€T5 / |s| impaire G(f.;) , on
ait B=(uxv)"1(4).

Démonstration. Elle est identique a la preuve du théoreme 2.3, a ceci prés qu’on
remplace la condition (ii) par

Gr(g-n) (ou Gr(gsn)*) CLBl(x;, g(x;)), 27 izl (SAn(i)H)]

si seT; et f(s)#1,et AN(Zyx To) = Upey, Gr(&s~n) si f(s) =1. Si 4
est la 4)(B)-réunion de (h,), on prend pour la suite (Gr(gs~»))n la suite des
traces de Gr(h,) sur Zyx T qui sont non vides (cecisi f(s)=1). Si f(s)>0
est pair, on raisonne comme dans la preuve de 2.3 pour construire g, a ceci
prés que si le graphe n’est pas contenu dans Zy x Ty mais dans Ty x Zg, on
applique le lemme 2.4 pour avoir le graphe dans le sens souhaité. 0O

Théoreme 2.6. Soient X et Y des espaces polonais, A un borélien & coupes
verticales dénombrables de X x Y . Alors A est non-pot(I1°) si et seulement s’il
existe des espaces polonais Z et T parfaits de dimension 0, une suite d’ouverts-
fermés (A, ) (resp. (B,)) de Z (resp. T), des surjections continues ouvertes f,
de A, sur By, et des fonctions continues u et v tels que si B =J,.,Gr(fn).
onait @ # Gr(fy)) CB\B et B=(uxv)"'(4).

Démonstration. Elle est identique a celle du théoreme 2.5 si ay C Zy. Dans le
cas ou ag C Tp, on montre comme dans 2.5 que I’ensemble L défini comme
étant G(go) N [(Mo N QY N D3 ) x (No N Q, N D$)1N AN (Zo x To) 20 o
est non vide. On définit alors 4y comme étant la projection de L sur Ty,
By:=Z :=T:= Ay ; fo est’application identique. Soient (A,),>0 comme
dans la preuve de 2.5, E, le domaine de A,, Dqy la projection de L sur Zg,
et go: Ao — Dy la restriction de go a Ag. On définit A4, := go“(h,,‘l(Ao)) ,
B, := Ao N hy[E, N Do), et f, comme étant la restriction de A, o gg a A,, si
n > 0. Enfin, on pose u := gy, v(y) =y si y € Ayg. Vérifions que ces objets
conviennent. Si x € 4y, (x,x) ¢ B sinon (go(x), x) € ANGr(ge)*. Si U
est un ouvert de 4y contenant x, go[U]x U est un ouvert de (Mor‘nQ%OnD%O) X
(NoNQF, NDg,) contenant (go(x), x), donc rencontre A en un point (z, y) ;

z=gg(t),ou teU,et (t,y) € U’NB # @. Donc A(4y) = Gr(fy) CB\B.

Enfin, (x,y) € B & 3 ny = hy(g(x)) & 3 n (g(x),y) € Gr(h,) &
(8o(x),y)€A. O

Soit Cj la classe des fonctions de la forme (x,y) — (u(x), v(y)) ou
(x, y)—(u(y), v(x)), ou les fonctions u et v sont boréliennes.

Théoreme 2.7. Soient X et Y des espaces polonais, A un borélien pot(£3) N
pot(Il) de X x Y.

(a) A est non-pot(I9) si et seulement s'il existe des espaces polonais Z' et
T' parfaits de dimension 0, une suite d’ouverts-fermés (A,) (resp. (By)) de Z'
(resp. T'), des surjections continues ouvertes f, de A, sur B,, et une fonction
continue f de Cy tels que si B =1\J,.,Gr(fn), on ait @ # Gr(fy) = B\ B et
B=f"1Y4)NnB.

(b) A est non-pot(IN9) si et seulement s’il existe des espaces polonais Z et
T parfaits de dimension O non vides, une suite d’ouverts denses (E,) de Z , des
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applications continues ouvertes g, de E, dans T, et une fonction continue g
de Co tels que (gn)n>0 converge uniformément vers gy sur (\,c,, En, Gr(g) C

g7 (A) et UnsoGr(ga) C g7'(4).
Demonstratlon. (a) Dans le cas ou ay C Zjy, la preuve est identique a celle du
théoreme 2.3 jusqu’a la construction des g; comprise. Soient Iy := {n/ap) C

- ZoxT ————Zx T
Zo}, Iy == {n/aw C To}, Jo:=Uper, Gr(&m) > 1 :=Upey, Gr(gm)” -
Alors Gr(gy) C JoUJ;, donc on trouve i et un ouvert-fermé U x V de Zyx Ty
tels que @ # Gr(ge)N(Ux V) C J;. Supposons par exemple que i = 0. Soit g

la restriction de gz a Uﬂgo“(V) et B":=U,e1, Gr(&m)) ; onadonc Gr(go) S
B On conclut de maniere analogue 2 celle de 2.3 : on introduit o, on
montre que ’ensemble K := Gr(go)N(ZxT)NB' N[(ZNU) x (TN V)]EZOXZT0
est non vide, ce qui implique que I est infini ; on indexe alors B’ par w. On
définit Ay et By (resp. A4, et B, ) comme étant les projections de K (resp.
Gr(gm)NIU(ZNU)x(TNV)]),eton pose fo:= golAo, fu:= gn)lAdn si n>0,
Z'=ZnU, T":=TnV,et f est'application identique.

Si maintenant i = 1, on montre comme dans 2.6 qu’on peut trouver deux
fonctions continues u et v, un espace polonais Z’ parfait de dimension 0, et
des applications continues et ouvertes définies sur et d’images des ouverts-fermés
de Z', ¢n,telsquesi A :=,.oGr(¢n),onait: A(Z') C (vxu)~"(Gr(gpo)),
Gr(po) C Grige)N(Ux V), A* C (vxu)~'(4), et A(Z') C A\ A" . Soit (t,)
une suite dense de Z’. Alors on construit des rectangles ouverts-fermés W, de
Z'? de diametre au plus 27" et une suite strictement croissante (m,) telle que
Pon ait : (tn, tn) € Wn, @ # Gr(om,) "Wy C (Upc, Gr(9m,)) -

11 est maintenant clair qu’on peut poser Ao :=By:=T":=2Z', fo:=1d4, ;si
n>0, A, et B, sont les projections de Gr(¢m,)NW,, et fy est la restriction
de ¢m, & Ay, ;enfin, f(x,y):=(v(y), u(x)).

Le cas ou ag C T, se traite de fagcon analogue.

(b) Supposons que A4 est pot(l'l?) , en raisonnant par I’absurde. Alors si on
pose G = N,cw Ens Unecw Gr(82)N(Gx T) est borélien a coupes fermées, donc
on trouve un Gs dense H C G tel que U, Gr(g:)N(H x T) soit fermé dans
H x T. Par aillurs, g7'(A)NU,c,, Gr(gn) N(H X T) = U,50Gr(g.) N(H x T)
est pot(l’l?) , donc on trouve un Gs; dense K C T tel que les coupes de E :=
Unso Gr(gn) N(H x K) soient fermées dans K . Alors HN(),¢, g, (K) estun
Gs dense de Z, et si x est dans ce G5, go(x) est dans E, \ Ey, au sens de
K, ce qui est la contradiction cherchée.

Inversement, soient Z’', T', A,, B,, fu, [, fournis par le (a). Posons, si
n>0,

H,:={PCAA\ {2} VU, V)ePP(U#V=UnV =2)

et 3p>0(UC A, et VxeUd(fo(x), f(x))]<27")}
Alors H, est non vide, puisqu’il contient @, et il est ordonné de maniere
inductive par Iinclusion, donc il admet un élément maximal P, := {U}, / m €
I,}. Posons E, :=J,. 1, Um s En est dense dans Ag, par maximalité de P, .
On pose alors Z := Ag, T :=T', g:= f[(Z xT), Ey:= Ao, & = fo,
etsi n >0, gyx):= ﬁ,m(x) si x € U, ou bien sir p, est minimal tel
que UL C A,, et Vx € Ul d(fo(x), fp,(x)) < 27". Ces objets répondent
clairement au probleme. 0O
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Lemme 2.8. Soient X et Y des espaces polonais, A un borélien a coupes
verticales dénombrables de X x Y, et k un entier naturel non nul. Alors
Ty # De(EN*Y, Dyu(X9), et Dy (E9) (T4 est la plus petite classe de Wadge
[ telle que A € pot(T'), pour l'inclusion—cf. [Lel] ; T+ est le successeur de T') .

Démonstration. Elle repose sur le fait que si B est borélien a coupes verticales
dénombrables et est pot(}l‘l’) , B est en fait pot(A?) (puisque sa projection est
dénombrable).

11 suffit de montrer que I'4 # DZk(E?) , la preuve de la troisieme assertion
étant analogue et celle de la premiere se déduisant des deux autres.

Supposons que 4 = UZk_1UUOU(Uz\Ul)U...U(Uzk_z\UZk_3) ; on a alors aussi
A= “(Ugy—1 \ Do) U[(U2\ Up) \ (U1 \ Up)]U ... U [(Unk—2 \ V) \ (Upk—3 \ Up)].
Donc si on pose Vyr_y == X xY et V, ;== Upy\Up si p <2k—-1,0na
A=WMN\WN)U..U(Vp-1\ Vak—2). O

Corollaire 2.9. Soient X et Y des espaces polonais, A un borélien a coupes
verticales dénombrables de X x Y , et k un entier naturel non nul. Alors on a
les équivalences suivantes :

(a) A est non-pot(A?) & A est non-pot(£9) & la projectionde A sur Y est
non dénombrable.

(b) A4 est non-pot(Dy_1(E9)) & A est non-pot(Dy(E9)) & A est non-
pot(Dy—y (E9)F).

(c) A est non-pot(Dy,1(X9)) & A est non-pot(Dy(X9)) & A est non-
pot(Day(E9)).

Ce résultat, couplé avec le théoreme 2.5, donne des caractérisations des en-
sembles potentiellement différences finies d’ouverts parmi les boréliens a coupes
verticales dénombrables. Les classes {@}, A?, Dj,.2(X?), et Dy, q(X9) sont
les seules de la forme I'y, avec 4 borélien a coupes verticales dénombrables
potentiellement différences finies d’ouverts, comme on le voit avec les résultats
précédents et les ensembles suivants :

Aznyz = {(a, B) € 22 x 2% / le nombre d’entiers o o et B different est
impair < 2n+ 1}

Azny1 = {(a, B) €2” x 2% / le nombre d’entiers ou o et B different est pair
< 2n}

Vérifions-le pour A,,,,, par exemple. Il est clairement D2,,+2(2?) , puisque
si on pose U, := {(a, B) € 29 x2% /| 35 € @®2P | £ j = s(i) # s(j)
et Vi <|s| a(s(i)) # B(s())}, A2m+2 = Upcansa. p impair Up \ Up—1 ; pour
voir qu’il est non- pot(D2n+2(E?)) , il suffit par le corollaire 2.9 de voir qu’il est
non- pol(D2n+l(E‘l’)) . On va pour ce faire appliquer le théoreme 2.5. On pose
fola) =a,etsi |t| <2n, fi-m(a)(p) = fi(a)(p) & p # m. Posons également
dm(a)(p) = a(p) & p # m. Alors ¢,, est un homéomorphisme, et comme
Ji~-m = ¢m o fi, on a par récurrence que les f; sont des homéomorphismes de
2% sur lui-méme. Par récurrence sur |¢| < 2n + 1, on voit que le nombre de p
tels que a(p) # fi(a)(p) a méme parité que |¢| et est < |f|. On en déduit que
Usewsz1 /15 paire Cs © A2np2. Enfin, si o # B en ng < ny < ... < nyp, avec
p<n,etsionpose ag = a, a1 = Pplay) si [ <2p, agpy; = B, et s =
(Mo, ..., nyp), on vérifie que si ¢ <2p+1, a5 = fyg(a) ; dou (a, B) € Csrap -

Dans [SR], il est démontré le résultat suivant, di a Hurewicz :
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Théoreme 2.10. Soit X un espace polonais, et A un borélien de X . Alors A
est non- II(Z’ si et seulement s’il existe E dénombrable sans point isolé tel que
E\Exw® et E=ANE.

Théoreme 2.11. Soient X et Y des espaces polonais, A un borélien de X x Y
a coupes verticales dénombrables. Alors A est non-pot(IN9) si et seulement
s’il existe des espaces polonais Z et T parfaits de dimension 0 non vides,
des injections continues u et v, une suite (A,) d’ouverts denses de Z , une
suite (f,) d’applications continues et ouvertes de A, dans T, tels que pour
tout x dans (e, An, l'ensemble Ey := {fy(x) [ n € w} soit sans point isolé,
EN\NE.~w®, et Ex=(uxv)"Y(4d)xNE;.

Démonstration. Supposons que A soit pot(l'lg) , en raisonnant par I’absurde.
Alors il existe un G5 dense K de T tel que les coupes verticales de (Z x
K) N (uxv)~1(4) soient G5 dans K, donc dans T . Par ailleurs, (),c, 4n N
Nnecw S Y(K) est Gs dense de Z, puisque les fonctions f, sont continues et
ouvertes. Donc on trouve x dans ce Gs, et E, est polonais, puisque c’est une
coupe verticale de (Z x K) N (u x v)~'(A4) intersectée avec E,. De plus E,
est dénombrable, non vide et sans point isolé, ce qui est contradictoire.

Inversement, on peut supposer, pour simplifier écriture, que X et Y sont
récursivement présentés, et que A est A]-réunion de graphes 4. Désignons
par WX unensemble I7} C w de codes pourles 4] de X, etpar C¥ CwxX
un ensemble 1711 dont les sections aux points de WX décrivent les A,‘ de X,
et tel que la relation (n € WX et (n,x) ¢ C¥) soit IT} (cf. [Lol]). Soit
également W C WX*Y un ensemble 1| de codes pour les 4] Npot(X9) de
X x Y (dont I’existence est démontrée dans [Lo2]). Posons :

H:={(ExF)\A/E,Fed} et (ExF)\A€pot(X)} ;ona
Hx,y) & 3neWiam: (moeWX et (m)eW? et VzVt

[(newrY et (n,z,0)¢ CYY) ou {((m),z) € C¥ et (m),0)eCY

et(z, 1) ¢ A}] et [(m)o€ W et ((m), 2) ¢ C¥)

ou (m), € WY et ((m),,t)¢ CY) ou (z,t)e Aou (n, z,t) € CX*¥]

et ((m)o, x) € C¥ et ((m),y)eC’ et (x,y) ¢ A

Donc H est II!. Posons N := ANH ; N est X! et G5 de X xY
muni de la topologie Ay x Ay (cf. [Lo2]). Posons Dy :={x € X / x ¢ 4!},
Qy:={xe X /wf=wfk}, et Zy:=QxNDy, T:=QyNDy. On munit Z,
(resp. T) de la restriction de la topologie de Gandy-Harrington sur X (resp.
Y ), de sorte que Z, et T sont polonais parfaits de dimension 0. On montre

maintenant la propriété qui sera la clef de la construction a venir :
Si U (resp. V)est X! etinclusdans Zy (resp. T),etsi Nn(UxV) # 2,

alors ANNA (U x V)" estun sous- X! non videde U x V.
En effet, U (resp. V) est ouvert-fermé de Z, (resp. T ), donc

Nawxn " cuxv;

A, Zo, T, N, U,et V sont I}, donc ANNA(U x V) """ aussi, ladhérence

d’'un X! pour le produit des topologies de Gandy-Harrington restant 2 !, par
double application du théoreme de séparation. Posons O := Nn (U x V).
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Supposons que AN 52“2’ = @ . Alors, par double application du théoréme
de séparation, 4N 0™ *" = &, donc on a la triple inclusion : (U x V)\ 4 C
OUHCOY ™ UHCA. Donc (Ux V)\ 4 et A sont deux X! séparables

par un pot(Eg) ; ils peuvent par conséquent étre séparés par un ensemble K €
4l npot(Z9) (cf[Lo2]). Ona U x ¥V C KUA, donc on peut trouver % et 77,
deux 4} telsque UxV C# x?7 CKUA.Onadonc (¥ x7)\ACH,

puis O C H\ H = @, ce qui est absurde. On a donc que 4 N o #£@. Or

0 C Dy x Dy, donc 0™ C Dy x Dy. Donc (Dy x Dy)NANOX"* # & et
#O.

est X!, donc rencontre Qyxy C Qx x Qy, donc (Zo x T)N 4 no~

Soit d, (resp. d,) une distance < 1/2 qui rende Z; (resp. T ) complet, et
d la distance sur Z x T définie par d((x,y), (z, 1)) :=di(x, z)+da(y, t).
Soit d’ une distance < 1 sur NN (Zy x T), qui le rende complet (c’est un
Gs de Zy x T, donc un espace polonais). On vérifie sans peine que si on pose
d.(y,t)=d((x,y),(x,t), alors (NyNT,d,) est métrique complet. On
pose, si s est une suite finie d’entiers non nuls, v(s) :=3Y; <151 S() (v(2) =0).

On construit, par récurrence sur |s|, des ouverts non vides de Z,, %, des
Gs denses Z; de 2, des applications continues et ouvertes g; : % — T , des
ouverts a coupes verticales ouvertes-fermées de Zy x T, w;, et des ouverts de

NNn(ZyxT), Gs, tels que :
(a) Gr(gs) C AN wy ﬂﬁsz"xr

(b) Ws~n C Wy, Ws-p NWs~y =2 Si £ M

(©)VxeZy Gy NNy CGFCat

(d) A, est maigre et V x € &-p NG da(g5(X), gn(x)) <2706
(e) V x € Zg &r(w}) < 27¥0)

()Y x € 2 8,(G) < 27V,

Onpose wg :=Zyx T, Gy :=(Zyx T)NN. L’ensemble G est non vide.

En effet, N rencontre Dy x Dy, sinon N serait pot(A?) et AUH aussi, donc

A= (AUH)NH serait pot(I19) , ce qui est exclus. Donc NN(Dx x Dy), qui est
e ——ZoxT

X!, rencontre Qyxy C QxxQy et Gy # @ . Par la propriété-clef, ANGy 0

. —Z .

est un sous- 2 1‘ non vide de wg , donc ANwWaNGy oxT est réunion de graphes

2! dont I'un, disons Gr(gy), est non vide. Il reste a appeler %, le domaine

de gz pour terminer la construction au premier cran. Admettons donc avoir

construit &, g, ws, Gs pour |s| < p et & pour |s| < p vérifiant (a)-(f), et

soit s de longueur p.

On commence par construire, par récurrence sur #n, les ws~,, une suite
décroissante (E,) de G; denses de ., des applications continues 4, : E, —
T, et des ouverts V,, de Zy x T tels que :

(1) Gr(hy) C ws~n N Gy

(2) Ws~n Cws €t W~y NWs~y =3 i B# M
(3) V x € E, dy(ha(x), g(x)) < 2776"™

(4)V x € Zy 6y(w}-,) < 27767

(5) Gr(gs[En) CVu C C(UISMSn Ws~m)-
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Admettons avoir construit ces objets pour 1 < m < n, ce qui est fait
pour n = 0. Soit x un élément de 4. Comme g; est continue en Xx,
on trouve un voisinage ouvert U de x contenu dans % tel que si z €
Ue, dr(gs(x), gs(z)) < & := 2776 (n+1)=1  De telle fagon que si (z,t) €
Ue x B(gs(x),€), on a a’z(t, gs( ) < 27 ”(SA(”+')). Posons %1 := V, N
Usew Ux x F(8s(x), €), et soit O, un ouvert dense de % contenant E, tel
que Gr(gs) NV, = Gr(g[0,). Soit k,,, une fonction Baire-mesurable uni-
formisant %, N ws N G sur sa projection I1 qui est un ouvert de Zj, et soit
F,., un G; dense de IT sur lequel la restriction de k,,; est continue. Alors
O, \ F,y1 est maigre car O, NIl est ouvert dense de O, ; en effet, si U est
ouvert non vide de O, et x € U, (x, g&(x)) € (U x T)N ws N %, . Donc,

comme Gr(g;) C FSZOXT , on trouve (z,t) dans G, N (U x T) N ws N Ups1
et z € UNII. De tout ceci résulte que & \ F,,; est maigre, donc E,;; :=
F,. NE, est Gs dense de & et h,yy := ky1[En+1 estcontinue. Si x € Epyq,
(X, hni1(X)) € sy, donc dy(hns1(x), g5(x)) < 276" *+1) . Dans E,y x T,
Gr(hny1) et Gr(gs[E,,;) sont deux fermés disjoints, donc séparables par un
ouvert-fermé 6. Par la propriété de réduction des ouverts, on trouve donc
deux ouverts disjoints de Zogx T, I et # telsque 6§ =7 N (Epy xT),
et (Epyy xT)\O =% N(E,y1 x T). Comme Gr(h,.;) C.7 , on trouve pour
chaque x dans E,,| unrectangle ouvert fermé V. x W, tel que (x, h,,+1(x)) €

X Wy CT N wgNVy, &(Wy) <276 D) et E,pyn Vi Chyl\(Wy). On
a UXe En, Vi x Wy =Upep Vo X W), par Lmdelof Réduisons la su1te (V) en
(¥,); on peut alors poser

Ws~(n+1) = U Vpl X I’V;, et Vn+| = Vn OW,
pPEW
comme on le vérifie facilement.

Revenons a la construction principale ; on a déja assuré (b) et (e). Si x € E,,
on peut trouver un ouvert-fermé de N, %, := (75 x #x) N N, de diametre au
plus 2-bI=1 pour d’, vérifiant Z;NE, C h;'(#%), etsi Z; estouvertde ZoxT
tel que G, = Z;,N N, on ait (x, hy(x)) € Zx x #x C Ws-n NZ;N (K x T).
On a donc que Gr(hn) C Uyeg, % = Umew #m » Par Lindelof. On réduit la
suite (Z) en (7)), eton pose Gs-n = U,pce(Zm X Zm)N N , et les conditions
(c) et (f) sont réalisées, puisque GX., est vide ou I'un des #Z,, N N, , donc est
ouvert-fermé de N,. De plus, on a G;~, D Gr(h,). A l'aide d’une nouvelle
numérotation, on peut écrire Gs-n = U,e(Lp x Mp) NN, L, et M, étant

deux X!. Posons E, ,:=ANNN(L, x Mp)zoxrﬂws » 3 En p est réunion
de graphes 2. On peut donc trouver une suite de graphes 2 ! contenus dans
E, ,, dont les domaines sont deux a deux disjoints, et tels que la réunion de
ces domaines, disons O, ,, forme un ouvert tel que qu » O, 4 soit dense dans
U a<p I E, , (une telle construction est possible avec le lemme de Zorn, par
exemple). On fait ceci par récurrence sur p, de sorte que -, := Upew On.p
est un ouvert dense de Upew IIYE, ,. On appelle g;-, le recollement des
fonctions définies sur les O, ,, et la condition a) est satisfaite, ainsi que la
seconde partie de la condition (d), si on pose & :=(),», En, par (4). Reste
a voir que YA -, est maigre pour clore la construction. Quitte & remplacer
-, par & NS, , il suffit de voir que % \ -, est maigre. Posons II, :=
I (L, x My)N N et IT, ;=Y E, ,. Ona:
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i\ Hoen 4\ (U ) U | T\ s
pPEW PEW
C#\E,UE N\ (U L) u Iy \ 4
pPEW PEW
S\ EnU | L \TL, U | T\ 4,
PEW PEW
Il suffit donc de voir que IT, NII; est ouvert dense de II, ; mais ceci est une
conséquence facile de la propriété clef.
On définit maintenant les objets recherchés : Z := &, u et v sont les
injections canoniques. Soit ¢ : w — (w \ {0})<? x w bijective, et (U3)m
une suite d’ouverts denses de % telle que & = ¢, Us,- On pose 4, :=

IpyNU “"’((,:')) et fu:= &pom[A4n. L'ouvert 4, est dense dans Z par la premiere
partie de (d), et E, est sans point isolé par la seconde partie de (d) (on a
Mnew An = ﬂsE(w\{O})«v %)

La fin de la preuve est semblable a la preuve du théoréeme d’Hurewicz dans
[SR]. Posons, si x € (¢, An, My = {gs(x) / |s| < k}. Alors M est fermé
dans T, par récurrence sur k : si M{ := {y € T / dy(y, M) < ¢}, ona
Mot = Nosol M U (Mic1 \ M), et Myyy \ M est fini, par (d).

SikewetyeE\Ex,y ¢ M,doncilexiste ¢ >0 telque y ¢ M{. Si
s€(@\{0PF et (x, 1) € ws, da(t, My) < da(t, &(x)) < Fa(w}) <270 < ¢
deés que v(s) > ky, donc w} C M, sauf pour un nombre fini de s dans
(w\ {0}H*. Doncsi # = {s € (w\{0}* / wF € Mf}, ona Ex = MU
{gs(x) / |S| > k} Cc Mk U U|t|>k wi‘ c Mk U U|s|=k Cl)f c Mlg UUSGZ”(O? et
Ex C M UUsepwf C MEU Ujsj=x @5 - Donc on trouve une unique suite
o dans (w \ {0})® telle que y € N, ". La suite décroissante de fermés
non vides dont les diametres tendent vers 0 de (Nx N T, d}), (G_ N Ny)s<a
converge vers £ € Ny N T, et {{} = N,,,Gf. Dou & € N, w5 = {y} et

(x,y) € NC A. Posons

(w\{0})® — T
h:{ a»—»ﬂG_;‘

§<o

La fonction A est bien définie, a valeurs dans N, C E;. Si ¢ € (w )\ {0})?,
h(o) € N4, Wy et wy NEy # @ ; par conséquent, A est a valeurs dans E,.
Onavuque E,\ Ex Ch"(w\{0})?. Par (b), h est injective, et par (e), & est
continue. Comme A" N; = w¥ N (Ex \ Ex), h est bien un homéomorphisme de
(w\ {0})® sur Ex\E,. O

Avec ce résultat et le théoreme 2.3, on a, pour chaque classe de Wadge I" non
auto-duale, un test pour dire si un borélien a coupes dénombrables est pot(I')
(en effet, un tel borélien est pot(Fy)).
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